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Introduction

Pendant mon DEA a I'université de Caen (2001-2002), j’ai découvert simultanément le monde
de I'informatique et le monde de la recherche. Avec une formation initiale en mathématiques,
je me suis naturellement orienté vers l'informatique mathématique. J’ai réalisé mon stage de
DEA sous la direction de Brigitte Vallée sur un sujet en lien avec I'analyse dynamique et j’ai
ensuite continué en these. Tres vite, je me suis intéressé a I’analyse des algorithmes du PGCD
et le hasard des rencontres a voulu que je partage mon bureau avec des doctorants en fouille de
données. De nombreuses discussions plus tard, nous étions convaincus de l'intérét que peuvent
avoir les analyses d’algorithmes en fouille de données. Cette conviction, je la partage toujours
et une partie des travaux de ce mémoire s’inscrit dans cette démarche. J’ai ensuite obtenu un
poste de maitre de conférences & Caen en 2007.

Mes travaux actuels sont en lien avec trois domaines de l'informatique : les algorithmes du
PGCD, la fouille de données et la théorie de l'information. Ils partagent tous un fil conduc-
teur commun : 'aléa. L’aléa intervient sous différentes formes dans ce mémoire. Tout d’abord,
I’objet étudié peut lui-méme étre aléatoire comme les sources en théorie de I'information dont
nous étudions une grandeur caractéristique appelée taux d’entropie. L’objet étudié peut ne pas
étre aléatoire mais nous décrivons ses propriétés avec un point de vue probabiliste en le géné-
rant aléatoirement. C’est la cas par exemple avec le PGCD de plusieurs entiers ou polynémes,
les hypergraphes et les motifs en fouille de données. Si 'objet étudié est un algorithme (algo-
rithmes du PGCD, de réduction de réseaux euclidiens ou de calcul de traverses minimales), nous
nous intéressons au comportement probabiliste de ce dernier lorsque les entrées sont générées
aléatoirement.

Malgré la diversité des contextes, des objets et des problemes, j’ai toujours adopté la méme
approche : celle de 'analyse d’algorithmes et des structures de données. L’analyse d’algorithmes a
été introduite par Knuth dans les années 60 et a connu de nombreux développements, notamment
en France sous I'impulsion de Philippe Flajolet avec la combinatoire analytique [60]. L’objectif
est de décrire au mieux le comportement des algorithmes et des structures lorsque la taille des
entrées augmente. Les analyses présentées dans ce mémoire reposent souvent sur la combinatoire
analytique ou ’analyse dynamique qui s’appuient sur des manipulations formelles et analytiques
de séries génératrices. Un chapitre est consacré a ces méthodes.

Au cours de ma jeune carriere, j’ai aussi été amené a co-encadrer des doctorants. Avec
Brigitte Vallée et Julien Clément, j’ai co-encadré la thése de Mariya Georgieva pendant ses
deux derniéres années de theése (2011-2013). Ce fut une expérience enrichissante et d’un point
de vue scientifique, cela m’a ouvert aux problématiques de la réduction des réseaux euclidiens.
Depuis 2015, je co-encadre avec Julien Clément la these de Dimitri Darthenay. Au début, le sujet
était orienté vers une généralisation des travaux de Mariya et actuellement, Dimitri s’intéresse
a lanalyse des algorithmes de tri et de recherche.

Plan du mémoire. Le chapitre [1| présente succinctement les principes et les méthodes
d’analyses d’algorithmes. La combinatoire analytique et ’analyse dynamique y sont aussi dé-
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crites. Ces méthodes reposent sur la manipulation de séries génératrices dont la nature (séries
ordinaires ou de Dirichlet) dépend du contexte. L’analyse dynamique s’appuie sur la combina-
toire analytique mais elle combine les séries génératrices avec des opérateurs issus de la théorie
des systémes dynamiques. Le chapitre [T] décrit les liens entre tous ces objets.

Les chapitres [2| et 3| sont reliés directement avec les algorithmes du PGCD. Depuis plusieurs
années, ’analyse dynamique a permis de bien comprendre les algorithmes du PGCD agissant
sur deux entiers ou polyndémes. Nous nous orientons maintenant vers des généralisations a la
dimension supérieure. Le chapitre [2] présente les résultats obtenus sur les algorithmes de Brun
et Knuth qui calculent le PGCD de plusieurs entiers ou polynémes. Nous avons obtenu des
résultats étonnants en exhibant de nouvelles lois limites (bétas ou uniformes) qui different des
précédentes analyses. Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec Brigitte Vallée et Valérie
Berthé (laboratoire IRIF, Paris 7). Le chapitre [3| aborde I’analyse des algorithmes de réduction
de réseaux euclidiens qui sont une autre généralisation possible des algorithmes du PGCD. Ce
travail, issu des travaux de these de Mariya Georgieva, est encore en évolution aujourd’hui.

Le chapitre [ est consacré aux travaux en lien avec la théorie de I'information. Une large
part du chapitre décrit les résultats obtenus en collaboration avec Valérie Girardin (laboratoire
LMNO, Caen) sur le calcul de taux d’entropie généralisés et renormalisés d’'une source. Nous
avons obtenu pour la premiere fois des expressions explicites de taux d’entropie généralisés qui
s’appliquent & une large classe de sources qui satisfont une propriété dite des quasi-puissances.
La collaboration avec Valérie Girardin a débuté il y a plusieurs années et elle se poursuit encore
maintenant avec des travaux en cours. Une petite partie du chapitre est dédiée a un résultat
obtenu en collaboration avec Manuel Lladser (Boulder, Colorado) sur la combinatoire des motifs
cachés dans un texte produit par une source. Nous avons démontré I’existence d’une loi limite
gaussienne pour ce type de motifs lorsque la source est une source dynamique.

Pour terminer, le chapitre [5{ décrit mes travaux récents avec Julien David (LIPN, Paris 13),
Arnaud Mary (LBBE, Lyon 1) et Frangois Rioult (GREYC, Caen) sur les hypergraphes et leurs
traverses minimales. Les traverses minimales d’un hypergraphe correspondent aux motifs de la
bordure négative d’une base de données. Ce chapitre est ainsi en lien avec la fouille de données.
Nous avons introduit des modeles d’hypergraphes aléatoires avec lesquels nous avons analysé le
nombre moyen de traverses minimales. Nous étudions aussi I’algorithme MTMINER qui énumere
les traverses minimales d’'un hypergraphe.
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Chapitre 1

Analyses probabilistes
d’algorithmes : principes et
méthodes

L’analyse d’algorithmes est un domaine & l'interface entre I'informatique et les mathéma-
tiques qui vise a comprendre le comportement des algorithmes et des structures de données. Le
plus souvent, une analyse cherche a déterminer le temps d’exécution ou les ressources mémoires
nécessaires a un algorithme pour réaliser ses calculs. Il est aussi possible d’étudier certaines
propriétés de l’algorithme (par exemple la qualité de sa réponse) afin de mettre en évidence ses
points forts ou ses faiblesses.

L’analyse d’algorithmes a été développée par Knuth dans les années 60. Depuis, le domaine
s’est enrichi de nombreuses méthodes et d’axes de recherche relevant des probabilités, des ma-
thématiques discretes, de la théorie des nombres, de 'algorithmique, etc. Ce mémoire n’a pas
pour but d’étre exhaustif et nous renvoyons le lecteur & la série de livres de Knuth, The art
of computer programming [85], pour une introduction trés compléte a ’analyse d’algorithmes.
Dans mes travaux, j’ai souvent utilisé deux méthodes : la combinatoire analytique et I’analyse
dynamique. Ce chapitre présente de maniere synthétique les deux méthodes. La encore, nous
renvoyons respectivement au livre Analytic Combinatorics [60] de Flajolet et Sedgewick et au
survey de Vallée [133] pour une présentation de ces approches.

1.1 Objectifs des analyses d’algorithmes

Dans cette section, A désigne un algorithme et C est I’ensemble des instances sur lequel agit
A.

L’objectif d’une analyse est de mesurer le comportement d’un aspect de ’algorithme lorsque
la taille de I’entrée augmente. La taille d’un objet est en général liée a I’espace mémoire nécessaire
a une machine pour le stocker : la taille d’un polynéme sera son degré, la taille d’un entier sera
le nombre de bits pour le représenter, la taille d’un hypergraphe sera son nombre de sommets
et d’hyperarétes, etc. Nous notons |z|¢ la taille d’'une instance z € C. L’ensemble des instances
de taille n est noté C,,

Ch={zeC||z|lc=n}

Un parameétre X (ou un coit) de lalgorithme A est une application de C a valeurs réelles
(X : C — R) qui décrit l'aspect étudié de l'algorithme. Par exemple, X sera le nombre de
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divisions euclidiennes des algorithmes du PGCD ou encore le nombre de traverses minimales
d’un hypergraphe.

Les analyses dans le pire et le meilleur des cas sont les plus répandues et décrivent les
comportements extrémaux de X lorsque la taille des entrées grandit. Ces analyses visent a
estimer l'asymptotique des deux suites M,, (meilleur des cas) et P, (pire des cas) définies par

M, = inf{X(w) | w € Cp}, P, =max{X(w) | w € Cp}.

Le pire et le meilleur des cas sont intéressants puisqu’ils donnent des bornes sur le comportement
de X. Cependant, ils correspondent souvent & des instances pathologiques de I'algorithme et ne
permettent pas de décrire le comportement générique de ce dernier.

Une analyse probabiliste ne se focalise plus uniquement sur les cas extrémaux mais attribue
un poids a toutes les entrées. Les instances qui apparaissent plus fréquemment dans les appli-
cations ont (dans 'idéal) un poids plus important que celles qui apparaissent rarement. Ainsi,
les résultats de I'analyse sont plus proches des observations expérimentales et décrivent mieux
le comportement générique de l'algorithme. Formellement, les poids se modélisent par des dis-
tributions de probabilités P, sur les ensembles C,. La valeur moyenne de X sur les instances de
taille n est donnée par l’espérance

Ed[X] = 3 Pa(w)X ().

wECn

L’espérance indique l'ordre de grandeur du parametre X mais elle ne donne pas d’information
sur les variations autour de cet ordre de grandeur. Pour cela, il faut étudier les moments d’ordre
supérieur ou la variance définie par

Vo(X) = E,[X?] — E, [X]2

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev fait intervenir la variance & travers Iécart-type o, (X) =
Vo (X) et s”écrit
1

P, [ | X —E,[X]| > a-op(X)] < pel a>0. (1.1)
L’inégalité montre qu’avec une forte probabilité, X prend ses valeurs autour de sa moyenne dans

un intervalle dont la mesure est d’ordre ’écart-type.
Une analyse plus fine encore vise a décrire la répartition des valeurs de X autour de sa
moyenne : c’est 'analyse en distribution. Il s’agit de déterminer la fonction f (une densité) dans

la limite suivante :

X —E,[X z

lim P, X = EnlX] < x} :/ f(t)dt.
n—o00 gn( ) oo

C’est un résultat beaucoup plus précis que 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev puisque la pro-

babilité de I’équation (1.1)) devient une égalité :

B[ |X — Eq[X]| > @ 00(X)] = /[ . fd

Les premieres analyses des algorithmes du PGCD conduisent souvent a des lois limites gaus-
siennes dont la densité sur R est f(z) = e=’/2 /v/2m. Lors de l'analyse des algorithmes du
PGCD, nous avons mis en évidence d’autres lois limites & la fois continues (lois uniformes et

bétas) et discretes (lois géométriques ou quasi-géométriques). Nous reviendrons sur ces lois au
chapitre [2|

6



1.2. Combinatoire analytique

1.2 Combinatoire analytique

Au cours de mes travaux, j’ai utilisé deux méthodes : la combinatoire analytique et I’analyse
dynamique. D’autres approches existent comme la combinatoire algébrique, la combinatoire
bijective ou encore les méthodes probabilistes mais nous ne les abordons pas.

Cette partie introduit la combinatoire analytique développée autour de Philippe Flajolet
depuis les années 80. Pour une présentation compléte, nous renvoyons au livre Analytic Combi-
natorics de Flajolet et Sedgewick [60].

La premiere section aborde tres succinctement les grandes étapes de la combinatoire analy-
tique. Les sections suivantes reprennent avec plus de détails chacune de ces étapes.

1.2.1 Démarche globale

L’idée sous-jacente a la combinatoire analytique est de compter les entrées selon leur taille
et la valeur du parametre étudié. Trouver directement ces quantités est généralement difficile
mais la combinatoire analytique les relie aux coefficients de séries génératrices.

Méthode symbolique Outils analytiques
source paramétre ) sf:rie ) bijection ) se,’:rie _ singularités asymptotique espérance
aloorithme génératrice Tictionnair] génératrice | des ||  variance
& def. formelle \ formule close | SXTACEUL | coefficients loi limite

les coefficients sont
reliés a l'espérance,

la variance, etc.

A x B donne A(z) x B(z)
AU B donne A(z) + B(z)

La combinatoire analytique se compose de deux grandes phases. La premieére est la méthode
symbolique qui conduit & des manipulations formelles/symboliques de séries génératrices. La
seconde considere les séries comme des objets analytiques et s’appuie sur ’analyse complexe.

L’étape symbolique vise a trouver une expression close des séries génératrices en se basant
sur des dictionnaires. Intuitivement, si I’ensemble des entrées C se décompose avec des opérations
ensemblistes, alors les dictionnaires transferent automatiquement la décomposition ensembliste
en opérations sur les séries génératrices. Par exemple, si I’ensemble des entrées se décompose
en une union disjointe (resp. un produit cartésien, une séquence) d’ensembles, alors la série se
décompose en une somme (resp un produit, un quasi-inverse) de séries génératrices souvent plus
simples. A l'issue de cette premiére phase, les séries génératrices ont une expression qui peut
étre exploitée.

Lors de la deuxieme phase, les séries génératrices sont vues comme des objets analytiques.
L’objectif est d’extraire les coefficients des séries afin de les relier aux quantités probabilistes
recherchées. L’analyse complexe montre que 'asymptotique des coeflicients d’une série généra-
trice est liée a la position et a la nature de ses singularités dominantes. Les singularités sont
étudiées a travers 'expression des séries génératrices obtenue lors de la méthode symbolique. Des
résultats mathématiques que 'on appelle « extracteurs » transferent alors automatiquement les
propriétés des singularités en asymptotiques des coefficients. Ensuite, les asymptotiques suffisent

7



Chapitre 1. Analyses probabilistes d’algorithmes : principes et méthodes

aux calculs des quantités probabilistes recherchées. Nous détaillons maintenant les étapes de la
combinatoire analytique.

1.2.2 Classes combinatoires et séries génératrices

Une classe combinatoire est un ensemble d’objets C muni d’une taille |-|¢c : C — N. Bien
entendu dans le contexte d’analyse d’un algorithme, la classe combinatoire la plus évidente
est celle des entrées (fortuitement déja appelée C dans la section précédente). Nous supposons
toujours que pour toute taille n donnée, le nombre ¢, d’objets de taille n est fini.

La combinatoire analytique vise a estimer I’asymptotique de la suite (¢,),, en s’appuyant sur
les séries génératrices. Il existe plusieurs familles de séries selon que les objets sont étiquetés ou
pas ou selon les propriétés de la taille (additivité ou multiplicativité). Nous utilisons deux types
de séries : les séries ordinaires et les séries de Dirichlet pour des objets non-étiquetés. Les séries
ordinaires et de Dirichlet associées a la classe combinatoire C sont formellement définies par

1

C(z) = Z 2l ot C(s) := Z

(1.2)
zeC e 1@l

En regroupant les objets de méme taille, les séries admettent comme expressions alternatives

C(z):= Z et C(s) = Z % (1.3)

neN neN

Nous notons [2"]C(z) ou [n*]C(s) le coefficient ¢, des séries. Les séries C(z) et C(s) sont des
séries univariées qui sont bien adaptées pour compter les objets de taille fixée. Dans le cadre de
I’analyse d’algorithmes, nous sommes aussi intéressés par un cotit X lorsque la taille des entrées
grandit. Il est donc assez naturel d’ajouter une autre variable qui va « porter » le cotlit étudié.
Les séries ordinaires et de Dirichlet bivariées associées a la classe combinatoire C et au parametre
X (défini sur C et a valeurs entieres) sont formellement définies par

uX @)

jwl&

C(z,u) := Z 2leq X(@) ey C(s,u) := Z

weC wel

(1.4)

En regroupant cette fois-ci les éléments selon leur taille et la valeur de X, les séries s’écrivent
sous la forme

uk
C(z,u) = Z Z cnp2"ul et C(s,u) = Z Z Cn (1.5)

neN keN neN* keN

avec ¢y 1 le nombre d’objets de la classe C de taille n pour lesquels X a pour valeur k. Comme

précédemment, nous notons [2"u¥]C(z,u) ou [n=*uk]C(s,u) le coefficient ¢, j des séries.

1.2.3 Probabilités sur les classes combinatoires et séries génératrices

Dans le contexte de I’analyse d’algorithmes, les ensembles C,, sont munis d’une distribution
de probabilité P,. Si P, est la distribution uniforme, calculer des probabilités revient a compter
le nombre d’objets a taille et valeur de X fixées. Or c’est exactement ce que représentent les
coefficients des séries génératrices. Il suffit donc d’extraire les coefficients des séries pour calculer
les probabilités.
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1.2. Combinatoire analytique

La relation suivante relie la série bivariée aux probabilités élémentaires de X :

c 2"uF1C (2, u
k}:"—k:w, keN. (1.6)
Cn [2"]C(2)
Notons que toutes les formules sont similaires avec les séries de Dirichlet. Les moments de X
sont aussi accessibles via la dérivation formelle des séries. Par exemple I'espérance vérifie

(1] . i
Z ken g = ]?C(i)) avec CM(Z) = aazo(z u)|u=1 (1.7)

T keN

et pour les moments d’ordres supérieurs, nous avons

N = e _icmk_[zn]cmﬂ(z)
E [X(X -1)--- (X )]_keZNk(k 1) (k >cn_7[z"]0(z)'

La distribution de la variable aléatoire X sur l’ensemble probabilisé (C,,P,) est entierement
déterminée par sa fonction caractéristique t — E,[e"X] ou sa transformée de Laplace ¢ +
E,[e!X]. Ce sont deux cas particuliers (avec u = e ou u = e) de la série génératrice des

moments de X définie par
on(w) = By [u]. (1.8)

La série génératrice des moments est fondamentale pour étudier la loi limite du parametre X.
Hwang [79] a par exemple démontré que si ¢, (w) ressemble & une puissance, alors X converge
vers une loi limite gaussienne. Bien entendu, la série génératrice des moments est reliée a la série
génératrice bivariée par la relation

Z cnpu” M (1.9)

T keN

1.2.4 Méthode symbolique : opérations sur les classes et les séries

La précédente section montre le lien entre les séries génératrices et les grandeurs proba-
bilistes du parametre. Jusqu’a présent, les séries génératrices sont définies formellement mais
pour les utiliser, il est nécessaire d’en obtenir une expression alternative exploitable. Les expres-
sions alternatives peuvent prendre différentes formes : solutions d’équations différentielles, de
systemes linéaires ou polynomiaux, d’équations fonctionnelles, etc. Dans ce mémoire, les séries
génératrices seront souvent des fractions rationnelles explicites ce qui est un cadre tres favorable
en combinatoire analytique. Une expression explicite est parfois calculable directement depuis
la définition avec de la combinatoire simple. La méthode symbolique permet d’aller beaucoup
plus loin. Lorsqu’une classe combinatoire complexe s’exprime avec des opérations ensemblistes
en fonction de classes combinatoires simples, alors la méthode symbolique transforme auto-
matiquement les opérations ensemblistes en opérations sur les séries génératrices. Ainsi, la série
génératrice de la classe complexe s’exprime en fonction des séries génératrices des classes simples.
Si c’est dernieres sont exploitables, la série génératrice de la classe complexe le devient & son tour.

Nous posons (A, |-|4) et (B,|-|s) deux classes combinatoires munies de leur taille respec-
tive. Dans la suite, nous utilisons essentiellement trois opérations ensemblistes sur les classes
combinatoires :

— l'union disjointe de A et B, notée A & B,

— le produit cartésien de A et B, notée A x B
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— et 'ensemble des séquences finies sur A, notée Seq(.A), définie a 'aide des deux précédents
(0.)
opérateurs par Seq(A) = @ A"
n=0

Il existe d’autres constructions comme les opérateurs Set (ensemble), C'yc (cycle) ou encore
M Set (multi-ensemble) mais nous renvoyons a [60] pour de multiples exemples utilisant ces
constructions. Pour chaque opération ensembliste sur A et B, il convient de définir correctement
la taille sur le nouvel ensemble formé. La nouvelle taille s’exprime souvent de maniere additive
ou multiplicative en fonction des tailles de A et B. Le tableau ci-dessous montre la définition
dans les deux contextes.

Taille additive \ Taille multiplicative
Union disjointe C=A&B |sicel, |cc¢= { HA :11 z E 'g,l
B

Produit cartésien si ¢ = (a,b), si ¢ = (a,b),
C=AxB lcle = lala + [b]5 lcle = la.a x |b]s
Séquences

o0 sic=(ay,as,...,ax), sic=(a1,a2,...,ax),
€ = Seq(A) = P A" lcle = lai|a+lag]a+t--+lagla | |cle = |ar|ax|az|ax---Xx[ak|4

n=0

Les propriétés de la taille sont importantes puisqu’elles déterminent le type de séries généra-
trices & utiliser. L’égalité zlalazlbls = zlalat+ibls indique que les séries génératrices ordinaires sont
bien adaptées lorsque la taille est additive. A 'opposé, I'égalité |a|4*|b[z" = (|al.a|b|s) ™ montre
que les séries de Dirichlet sont tres utiles lorsque la taille est multiplicative.

La méthode symbolique dispose de dictionnaires qui traduisent les opérations ensemblistes
sur les classes combinatoires en opérations sur les séries génératrices. Pour les opérations précé-
dentes, le dictionnaire est donné par le tableau suivant.

Taille additive Taille multiplicative
Série ordinaire Série de Dirichlet
Union disjointe C=A&B | C(z) = A(z) + B(2) C(s) = A(s) + B(s)
Produit cartésien
C— AxB C(z) = A(z) x B(z) C(s) = A(s) x B(s)
Séquences 1 1
C = Seq(A) =P A" &) =TI = T ap)
n=0

Les formules se déduisent directement des définitions formelles des séries et des propriétés addi-
tives ou multiplicatives des tailles. On remarque que le dictionnaire est identique pour les séries
ordinaires ou de Dirichlet. Le dictionnaire s’étend aux séries génératrices bivariées avec exacte-
ment les mémes formules dés que le colt satisfait une propriété d’additivité (a la fois pour les
séries ordinaires et de Dirichlet) : pour ¢ = (a,b), X¢(c) = Xa(a) + Xg(b) avec X 4, X, X¢ des
colits sur les ensembles A, B,C.

1.2.5 Les séries génératrices : des objets analytiques

A ce stade de la méthode, les manipulations formelles sont terminées. Les séries génératrices
sont maintenant vues comme des fonctions a variables complexes.

Si les séries génératrices ordinaires sont analytiques en 0, les coefficients du développement
de Taylor en 0 sont exactement les coefficients de la série génératrice. Les coefficients peuvent
se calculer via la formule intégrale de Cauchy,

1 dz

2"C() = 5 [ ),

= 1.1
2 JT (1.10)
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1.2. Combinatoire analytique

avec I' un chemin simple fermé autour de 0, orienté positivement. La croissance des coeffi-
cients d’une série est intimement liée a la nature et la position des singularités dominantes de
la série. Une singularité est un point ou la fonction cesse d’étre bien définie. Pour les séries
ordinaires, une singularité dominante est une singularité de plus petit module. La formule de
Cauchy combinée avec un contour passant a proximité de la singularité dominante suffit souvent
a obtenir I'asymptotique des coefficients. La combinatoire analytique est trés riche en résultats
qui transferent automatiquement les propriétés des singularités dominantes en asymptotiques
des coefficients. Dans la suite, nous serons souvent dans un cas tres favorable ou les séries géné-
ratrices ordinaires sont des fractions rationnelles. Un théoréme de transfert (ou extracteur) tres
classique pour les fractions rationnelles est le suivant.

Théoréme 1 (Théoréme de transfert pour les séries ordinaires)
Si C(z) est de la forme

A
() = 2
(z—=p)
avec a € N*, p € C* et A(z) analytique sur un disque de rayon plus grand que |p| alors
n « p—n—a a—1
[z ]C(Z)ngoo(—l) A(P)m”

L’analyse complexe permet d’obtenir une asymptotique précise des coefficients avec plusieurs
termes. Lors de I'analyse des algorithmes du PGCD, nous utilisons une version plus précise de
ce théoréme de transfert.

La situation pour les séries de Dirichlet est plus complexe. Les séries de Dirichlet sont analy-
tiques sur un demi-plan (& droite d’une droite verticale). Dans ce cas, une singularité dominante
est une singularité sur la droite verticale au bord du demi-plan de convergence. L’équivalent de
la formule de Cauchy pour les séries de Dirichlet est la formule de Perron.

Théoréme 2 (Formule de Perron au premier ordre)
Si C(s) = >p>1can”° alors pour tout N € R\N,

,[C] = ch = /AC(S)T;Sds

avec A une droite verticale dans le demi-plan de convergence de C(s).

Contrairement & la formule de Cauchy, c’est la somme cumulée des coefficients qui est obtenue.
D’un point de vue combinatoire, cela revient a travailler avec les ensembles cumulés Cn =
Um<nCm et toutes les formules liant les coefficients des séries génératrices a l’espérance, la
variance ou la série génératrice des moments s’adaptent facilement a ce nouveau contexte. L’autre
différence majeure avec la formule de Cauchy est le chemin d’intégration. C’est un chemin non
borné qui nécessite des hypotheéses de convergence uniforme autour de la bande verticale A pour
étre utilisé en pratique. Ces hypotheses sont difficiles & prouver et nous sommes souvent amenés
a utiliser des formules de Perron d’ordres supérieurs pour une meilleure convergence.

Comme pour les séries ordinaires, en déplacant la droite verticale autour de la singularité
dominante et en combinant la formule de Perron avec le théoreme des résidus, il est possible
d’obtenir 'asymptotique de la somme cumulée. Nous obtenons ainsi des théorémes de transfert
pour les séries de Dirichlet, le plus simple étant probablement le théoreme taubérien de Delange
[45].
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Théoréme 3 (Théoréme taubérien de Delange [45])
Soit C(s) = Y ,>1can”° une série a coefficients positifs, analytique dans le demi-plan pointé
{R(s) > o}\{o} avec 0 >0, et qui autour de s = o est de la forme

A(s)
(S _ O-)a-i-l

C(z) =

avec o € N et A(s) analytique en s = o. Alors

Lors de l'analyse des algorithmes du PGCD sur les entiers, nous avons prouvé un nouveau
théoréme de transfert adapté a notre contexte (voir la section [2.4.5)).
Les théoremes de transfert donnent I'asymptotique des coefficients des séries génératrices. I1

suffit d’adapter les formules (1.6), (1.7) ou (1.9) en remplacant par exemple [z"u*]C(z,u) par
[u¥]®,[C(-,u)] pour compléter 'analyse probabiliste du parameétre X.

1.3 Analyse dynamique

Un point clé de la combinatoire analytique est I'utilisation des dictionnaires pour le calcul des
séries génératrices. Les dictionnaires s’appuient sur les propriétés additive ou multiplicative de
la taille mais ces propriétés n’existent pas toujours. Prenons par exemple ’algorithme d’Euclide.
L’opération de base de l'algorithme d’Euclide est la division euclidienne : pour tout couple
d’entiers (ou polynémes) (a,b) avec b # 0, il existe un unique couple d’entiers (ou polynomes)
(g,7) avec 0 < r < |b| (ou degr < degb) tel que a = bg + r. La fonction (a,b) — (b, ¢, ) définit
une bijection. Pour les polyndomes, il existe une notion de taille additive, le degré, adaptée a
cette bijection :

dega = degb + deggq.

Ainsi, nous utilisons la combinatoire analytique pour I'analyse des algorithmes du PGCD sur
les polynomes. En revanche dans le cas des entiers, il n’existe pas de notion de taille additive
ni multiplicative adaptée a la division euclidienne, essentiellement a cause de la retenue. La
méthode symbolique ne s’applique plus directement.

Au milieu des années 90, Brigitte Vallée a adapté la combinatoire analytique en y ajoutant
des outils provenant du domaine des systémes dynamiques. Cette partie décrit succinctement
I’analyse dynamique. Pour une présentation plus compléete, nous renvoyons au survey de Brigitte
Vallée [133].

1.3.1 Démarche globale

Comme la combinatoire analytique, ’analyse dynamique comporte une étape avec des ma-
nipulations formelles sur les séries génératrices et une étape analytique ou les séries génératrices
sont vues comme des objets analytiques. L’étape analytique est similaire & celle de la combi-
natoire analytique mais ’analyse dynamique utilise un chemin alternatif équivalent a 1’étape
formelle.
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Méthode symbohque Outils analythues
source paramétre , série. 'série . singularités | asymptotique espérance
aloorithme génératrice  |—oq=———— génératrice des L variance
& def. formelle : formule close extracteur coefficients loi limite
les dictionnaires de la : :
combinatoire analytique — 4 :
ne s'appliquent plus les séries | étude du spectre
s'expriment avec = Analyse
les opérateurs : fonctionnelle
|
I
!
) \ opérateur T ,
; systeme parametre de transfert df)ljt.ectlon. opérateur
namique né
Y qu def. formelle [Tr€HOMNAIre  générateur

FI1GURE 1.1 — Principales étapes d’une analyse dynamique. La méthode symbolique de I'analyse
dynamique s’appuie sur les dictionnaires des opérateurs de transfert, les dictionnaires de la
combinatoire analytique ne s’appliquant plus.

La premieére étape d’une analyse dynamique consiste a voir ’algorithme comme un systeme
dynamique, c’est-a-dire une transformation agissant sur un ensemble et que 1’on itere. Une ité-
ration du systéme correspond a une itération de ’algorithme et les exécutions de 1’algorithme
correspondent aux trajectoires finies du systeme. Par exemple, le systéme dynamique associé a
I’algorithme d’Euclide est le systéeme dynamique des fractions continues aussi appelé transfor-
mation de Gauss.

La dynamique de l'algorithme est tres liée a la dynamique du systéme sous-jacent. Des outils
classiques pour I’étude de I’évolution d’un systeme sont les opérateurs de transfert. Le point
clé est d’exprimer les séries génératrices en fonction des opérateurs de transfert en s’appuyant
comme la combinatoire analytique sur des dictionnaires. Les dictionnaires transforment des
opérations ensemblistes (union disjointe, produit cartésien, etc.) en opérations sur les opérateurs
(somme d’opérateurs, composition d’opérateurs, etc.). Ainsi, les séries génératrices admettent
une formule close en fonction des opérateurs. Ensuite, les opérateurs de transfert et les séries
génératrices sont vus comme objets analytiques et les singularités des séries sont liées aux spectres
des opérateurs. Cette étape est délicate car la plupart des analyses dynamiques qui ont échoué
sont dues & un manque d’informations sur les propriétés spectrales des opérateurs. Toutefois,
si I'analyse spectrale est suffisamment précise, la localisation et la nature des singularités est
connue et l'utilisation d’extracteurs permet de transférer les propriétés analytiques des séries
en asymptotiques sur les coefficients puis en asymptotiques sur les quantités recherchées. Nous
détaillons maintenant chacune des étapes d’'une analyse dynamique.

1.3.2 Systéeme dynamique

Un systéme dynamique est une application 7' qui agit sur un ensemble I. En pratique,
I’application T est suffisamment réguliere pour étre étudiée. Nous supposons toujours qu’il existe
une partition topologique (I,)wea de I telle que T est injective et de classe au moins C? sur
chaque ensemble de la partition. L’ensemble A est appelé I'alphabet du systéme dynamique.
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a) b) <) Ww

1 0 P 1

FIGURE 1.2 — Exemples de systémes dynamiques de l'intervalle avec : a) le systéme binaire
T(x) = {2z}, b) un systéme de Bernoulli de parametre p, T'(x) = 211 ,((x) + =51, 1((2) ¢) le
systéme des fractions continues T'(x) = {1/x}, d) une chaine de Markov de matrice de transition
P et de densité initiale fp, d) un systéme dynamique général.
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Graphiquement si I est un intervalle, I’application T est constituée de branches monotones
sur chacun des intervalles de la partition. La figure montre plusieurs exemples de systémes
ou les branches apparaissent clairement. La restriction de T a chaque intervalle définit une
bijection T, de I, dans J,, := T'(1,) et la bijection inverse h,, = T, I est appelée branche inverse
de profondeur 1. L’ensemble des branches inverses (de profondeur 1) est noté

H = {hy, we A}
Pour un entier £ € N, les branches inverses de profondeur k sont définies par
HY = {hy, 0 huy 00 hyy | Vi= 1.k, w; € A}
et I’ensemble de toutes les branches inverses est noté

n = H"

k>0

Pour un élément = € I, la trajectoire de x, notée Traj(x), est la suite des itérés de x par
I’action de T :

Traj(z) = (xo,x1,22,23,...) avec zog=uz, x;="7T(x;—1), i>1.
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Les branches inverses permettent de relier les points d’une méme trajectoire. En effet si x; =
TF(zo) = T, o T, , © -+ o Ty, (z0), alors par définition des branches inverses nous avons
2o = hy, 0 -0hy, , ohy, (zr). Lors de 'analyse des algorithmes euclidiens, chaque entrée w € C
correspond & un élément x € I. Une exécution de 'algorithme sur I'entrée w correspond a une
trajectoire finie de x qui se termine (généralement) en 0. Nous pouvons alors écrire x = h(0)
avec h une branche inverse. Cette relation est fondamentale pour exprimer les séries génératrices

lors de I'analyse des algorithmes euclidiens. Si de plus, les trajectoires possibles

1.3.3 Sources dynamiques et mots

Il est possible de voir un systeme dynamique comme une source, c¢’est-a-dire un processus
qui produit des mots. Pour cela, il suffit d’'une densité initiale sur I, notée fy et d’une fonction
de codage o : I — A, constante sur chaque intervalle de la partition et telle que o(I,) = w pour
tout w € A. Les éléments (1,7, 0, fy) forment une source dynamique.

Pour un élément x € I, le mot infini M (x) associé & x correspond a I’encodage par la fonction
o de la trajectoire de x :

M(x) = o(xo)o(z1)o(x2)o(zs) ...

Pour un mot w = wjws . .. wy sur alphabet A, ’ensemble des éléments x € I dont le mot associé
commence par w est noté I,

Iy ={z €I | M(z) commence par w}.

Notons que Iy, peut étre vide si aucun mot généré par la source dynamique ne commence par
w. Dans le cas contraire, il existe une unique branche inverse hy, de profondeur k, définie sur
Jw = TF(I,), telle que hy(Jw) = I et donnée par

hw = hey 0 by 0+ -0 by, .

Autrement dit, il y a une bijection entre les préfixes produits par une source dynamique et
les branches inverses. C’est cette bijection qui sera utilisée pour les manipulations formelles en
analyse dynamique.

Mais quelle est 'utilité de la densité fy? Une source est un processus probabiliste qui émet
des mots. La densité fy sert a initialiser le processus. Un élément = € [ est tiré aléatoirement
selon la densité fy. Ensuite, les symboles produits par la source sont ceux du mot M (z). Par
exemple pour la source binaire donnée par T'(x) = {2z} ayant pour codage 0([%, %[) = 1,
i =1,2, M(x) est écriture en base 2 de x.

1.3.4 Opérateurs de transfert

Un outil fondamental pour I’étude de la dynamique d’un systéme est 'opérateur de transfert
ou opérateur de Ruelle-Mayer [113]. Ces opérateurs sont similaires aux matrices de transition
pour les chalnes de Markov. Ils permettent d’étudier I’évolution de la distribution des données
lorsque le systeme est itéré. Dans le cadre de I'analyse dynamique, ils sont aussi utilisés comme
des opérateurs générateurs pour exprimer les séries génératrices.

Pour un mot w sur 'alphabet A, la probabilité py, que le systéme dynamique émette le mot
w est donnée par

= oty = | Gralhil@)da. (1.11)

15



Chapitre 1. Analyses probabilistes d’algorithmes : principes et méthodes

avec
Gw[f](2) := Jaclhw](z) - f 0 hw(x) - 11, (2). (1.12)
Ici, 'opérateur Gy, fait intervenir le jacobien Jac[hw] de hyw et la fonction indicatrice 14, de
I'ensemble Jy,. La deuxieme égalité s’obtient a ’aide du changement de variable ¢ = hyw(x) avec
T € Jw.
Lors de ’analyse des algorithmes euclidiens, le parametre étudié sera lié & un coftit ¢ : H* —
R sur les branches inverses. Il s’averera alors tres utile de perturber I'opérateur Gy, avec deux
parametres complexes s et u de la maniére suivante :

Giwl,sulf1(x) = Jaclhw]*(@) - f 0 hw(z) - 1, (2) - uc™).

L’opérateur obtenu s’appelle 'opérateur de transfert pondéré associé a w et au coiit ¢. L’opéra-
teur de transfert pondéré associé a un ensemble de mots W se définit par additivité par

G[W],s,u = Z G[w],s,u'
wew
L’opérateur de Ruelle-Mayer est un cas particulier des opérateurs de transfert pondérés. Il
correspond a l’ensemble de mots W = A ('alphabet) avec u = 1. L’opérateur obtenu s’écrit
alors
Gl fl(z) == Z Jac[hy]®(z) - f o hy(z) - 14, ().

weA
Pour s = 1, l'opérateur de Ruelle-Mayer est le transformateur de densité également appelé
opérateur de Ruelle-Perron-Frobenius. Sous certaines conditions, il aura les mémes propriétés
de positivité que la matrice de transition d’une chaine de Markov « bien faite » (ergodique,
irréductible, apériodique, etc.).

1.3.5 Manipulations formelles des opérateurs

La combinatoire analytique s’appuie sur des dictionnaires qui transféerent des manipulations
sur les classes combinatoires en opérations sur les séries génératrices. L’équivalent pour I’analyse
dynamique existe : des opérations ensemblistes sur les branches inverses correspondent & des
opérations sur les mots qui correspondent aussi a des opérations sur les opérateurs.

Nous considérons deux ensembles de mots Wy et Wy et W sera le résultat de I'opération sur
Wi et Wh. Les ensembles H1, Ho et H sont les branches inverses respectivement associées aux
mots de Wi, W, et W. Nous obtenons un dictionnaire pour 'analyse dynamique qui est tres
similaire a celui obtenu pour la combinatoire analytique.

Mots Branches inverses Opérateurs de transfert
Union disjointe Union disjointe Gwy,su =
W =W e&W, H="H®Hs Gowlsu + Gpanlisu

Composition  Gpy),s,u =
G[WQ},s,u o G[Wl],s,u

* T n Quasi-inverse
H="H}= H B
' r@) ' G[W]aSﬂL = (1 - G[Wﬂ,s,u) 1'

Concaténation W = W;-W, | Composition H = HioHs

Etoile de Klegone
W =Wy =Pwy
n=0

En théorie des langages, 1’étoile de Kleene correspond aux séquences finies de mots. Notez aussi
I’inversion de 'ordre des opérateurs lors de I'opération de concaténation de deux ensembles de
mots. Comme pour la combinatoire analytique, les opérations sur les opérateurs supposent une
propriété d’additivité du parametre sur les branches inverses : pour w = wi - wo € Wi - Wh,
c(hy) = c1(hw,) + ca(hw,) avec ¢, c1, co des cotits sur les ensembles H, H1, Ha.
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1.3.6 Séries génératrices et opérateurs

Le lien entre les séries génératrices et les opérateurs dépend du contexte d’application. Dans
le cadre du calcul de PGCD, les algorithmes agissent sur des entrées w = (wo,w1,...,wq) et
calculent le PGCD de (wp, w1, . .. ,wq). Chaque exécution correspond & une trajectoire unique et
finie du systéme dynamique ou de maniére équivalente, & une unique branche inverse h. Nous
avons alors les relations fondamentales suivantes (que nous admettons ici),

w1 wq 1
—,...,—)=h(0,...,0 —— = Jaclh|(0,...,0
(WO’ ’WO) ( ) ’ )7 wg+1 aC[ ]( ) ) )7

qui sont essentiellement dues au fait que les branches inverses sont des homographies. Nous
renvoyons au chapitre [2] pour une explication plus précise de l'origine de ces relations. Si H est
I’ensemble des branches inverses de profondeur 1 et si H* est I’ensemble des branches inverses
construites par I'algorithme (qui correspondent a des trajectoires finies), alors la série génératrice
des entrées ayant un PGCD égal a 1 vérifie
> (d%l)s = Y Jac[h]*(0,...,0) = (1 = Gpp51) " ' [1](0,...,0).
w:PGCD(w)=1 Yo heH*

Le quasi-inverse intervient car, selon le dictionnaire, c’est I'opérateur associé a ’ensemble de
branches inverses H*. Décrire les trajectoires construites par 1’algorithme s’avere parfois difficile
mais ’approche reste toujours la méme. Si I’ensemble des branches inverses est plus complexe,
le dictionnaire continue de s’appliquer.

Lors de I'analyse du nombre d’occurrences de motifs particuliers dans un texte aléatoire (voir
chapitre 4| section , la relation fondamentale que nous utilisons est donnée par 1’équation
(1.11)). Cette relation relie la probabilité pw d'un mot w € A* a I'opérateur Gy). Par exemple,
la série génératrice de tous les mots de A* ot la taille d'un mot est son nombre de lettres, est
définie par

C(z) := Z pwz™.
weAx
L’opérateur associé¢ a l'alphabet A est 2Gyy) car chaque lettre a pour taille 1 et est marquée
par la variable z. Selon le dictionnaire, 'opérateur associé a A* est le quasi-inverse (1 — G| A])*l
mais il faut marquer chaque lettre de la variable z. Nous obtenons alors

€)= [ (1= 2Ga) " ol(w)da.

Les deux exemples simples ci-dessus résument la maniere dont les séries génératrices s’obtiennent
a l'aide de manipulations formelles des opérateurs (quitte & adapter un peu le dictionnaire en
ajoutant la variable z par exemple). La partie symbolique de I’analyse dynamique est mainte-
nant terminée. Pour résumer, l'algorithme est vu comme un systéme dynamique et 1’évolution
de l'algorithme s’étudie a travers la dynamique du systeme qui se traduit par 'utilisation de
branches inverses. Les opérations sur les branches inverses se traduisent en opérations sur les
opérateurs et des relations fondamentales font le lien avec les séries génératrices.

1.3.7 Les opérateurs : un outil analytique

A ce stade de la méthode, les manipulations formelles des opérateurs ont conduit & une
expression des séries génératrices en fonction des opérateurs. Les séries génératrices sont main-
tenant vues comme des objets analytiques. Les séries s’exprimant avec des opérateurs, nous
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sommes ramenés a étudier les propriétés analytiques de ces derniers. Certains opérateurs ont
un réle prédominant : c’est le cas du quasi-inverse (1 — G[W]’&u)_l qui sera presque toujours
I'opérateur qui apportera la singularité dominante. L’analyse fonctionnelle indique que les sin-
gularités du quasi-inverse sont intimement liées aux valeurs propres de 'opérateur de transfert
associé. Pour une analyse dynamique réussie, il est fondamental que I'opérateur de transfert
admette une propriété de type Perron-Frobenius.

Propriété 1 (Perron-Frobenius) Soit G un opérateur agissant sur un espace (fonctionnel)
de Banach B. L’opérateur G satisfait la propriété de Perron-Frobenius sur B s’il admet une
unique valeur propre de module maximum, simple et isolée du reste du spectre par un saut
spectral.

La propriété de Perron-Frobenius est fondamentale : les analyses dynamiques ayant échoué
jusqu’a aujourd’hui sont celles oli aucun espace fonctionnel B n’a été trouvé.

Soit G4 un opérateur qui dépend analytiquement d’un parametre complexe s et qui satisfait
la propriété de Perron-Frobenius pour tout s (dans un voisinage complexe fixé). Nous notons
A(s) la valeur propre dominante (de module maximum) de G; et Qs le projecteur sur ’espace
propre associé & A(s). Le saut spectral entraine une décomposition spectrale de 'opérateur sous
la forme

G = )‘(S)Qs + Ry,
avec R lopérateur associé au reste du spectre et vérifiant Qs o Ry = Rs 0 Qs = 0. En itérant
I’égalité précédente, nous obtenons pour tout entier n

Gl =A(9)"Qs + R,

s

et en sommant sur n, le quasi-inverse vérifie

(1-Gy)t= ﬂf\zS)Qs +(1-Ry) L
Nous en déduisons que le quasi-inverse admet un pole simple lorsque la valeur propre dominante
A(s) vaut 1.

Nous savons que pour (s,u) = (1, 1), 'opérateur de transfert Gy4),1,1 est un transformateur de
densité. Autrement dit, il transforme une densité en une autre (comme une matrice de transition
pour les chaines de Markov). Sa valeur propre dominante vaut donc 1. Le point (s,u) = (1,1)
constitue une singularité (un pole simple pour étre plus précis) du quasi-inverse. Nous venons
de relier les singularités du quasi-inverse aux propriétés spectrales de 'opérateur de transfert.

Une fois les singularités des opérateurs localisées, les singularités des séries génératrices de-
viennent explicites. La suite de ’analyse dynamique se poursuit comme pour la combinatoire
analytique : des théorémes de transfert sont utilisés pour obtenir les asymptotiques des coeffi-
cients qui conduisent au calcul de ’espérance, la variance ou encore a la loi limite du parametre.

1.4 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons introduit les notions fondamentales de ’analyse d’algo-
rithmes. Ensuite, nous avons présenté deux méthodologies que nous utilisons dans ce mémoire :
la combinatoire analytique et I'analyse dynamique. Les deux méthodes s’appuient sur les séries
génératrices mais different lors des manipulations formelles. La combinatoire analytique utilise
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des dictionnaires qui transferent les opérations sur les classes combinatoires en opérations sur les
séries génératrices. L’analyse dynamique utilise aussi des dictionnaires mais sur les opérateurs
de transfert. Ensuite, les opérateurs sont utilisés pour exprimer les séries génératrices.

Le prochain chapitre est consacré a l'analyse des algorithmes du PGCD et illustrera 1'utili-
sation des deux méthodes.
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Chapitre 2

Analyses des algorithmes de calcul

du PGCD

Ce chapitre décrit les principaux résultats des articles suivants :

— [1] Probabilistic analyses of the plain multiple gcd algorithm. V. BERTHE,
L. LHOTE, B. VALLEE.
Journal of Symbolic Computation, 74 : 425 — 474 , 2016 .

— [8] Analysis of the Brun GCD algorithm.
V. BERTHE, L. LHOTE, B. VALLEE.
Proceedings of the ACM on International Symposium on Symbolic and Algebraic Com-
putation, ISSAC ’16, pages 87-94, New York, USA, 2016.

L’article [7] est une version courte de [1] traitant uniquement du cas des polynomes. L’article
[18], rédigé pendant la these, est une version courte de [6] que nous évoquons a la fin de ce
chapitre avec les articles [10] et [2].

Ce chapitre présente les analyses de trois algorithmes qui calculent le PGCD de deux ou
plusieurs entiers/polynomes : les algorithmes d’Euclide, de Knuth et de Brun. J’ai commencé
mes travaux sur les algorithmes du PGCD il y a plus de dix ans, pendant ma these [15] et ils
constituent encore aujourd’hui une part non négligeable de mon travail de recherche. Durant
ma these, j’ai étudié la loi limite de parametres non-additifs de ’algorithme d’Euclide comme la
complexité binaire ou la taille des entiers & une fraction de I’exécution [18, 6]. Sur la base de ces
travaux, nous avons ensuite réalisé la premiere analyse en moyenne rigoureuse de ’algorithme
de Knuth-Schénhage, un algorithme de type diviser pour régner [10, 2].

L’analyse dynamique est au ccoeur de tous ces résultats et a permis de bien comprendre
I’analyse des algorithmes agissant sur deux entiers. Il reste des problémes ouverts mais qui
relevent plus de difficultés techniques que de réels problémes méthodologiques. Les analyses
d’algorithmes du PGCD s’orientent maintenant vers des généralisations de l'algorithme d’Euclide
a la dimension supérieure. Plusieurs généralisations existent comme les algorithmes de réduction
de réseaux euclidiens (voir chapitre [3)) ou encore les algorithmes d’approximations rationnelles
simultanées. L’algorithme de Brun fait partie de cette derniere catégorie.

Une des difficultés avec plusieurs entrées est qu’il existe différentes stratégies pour calculer
le PGCD : quels éléments choisir pour faire la division euclidienne ? Ou placer le résultat de
la division 7 Doit-on trier ou pas les entrées ? etc. L’algorithme de Knuth adopte une stratégie
naive et effectue des appels successifs a I'algorithme d’Euclide. C’est un algorithme agissant
sur plusieurs entrées mais qui reste assez proche de la dimension 2 bien connue. Ceci explique
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probablement qu’il fut le premier algorithme généralisé que nous ayons analysé. L’algorithme
de Brun adopte une stratégie bien différente en effectuant a chaque étape la division euclidienne
entre les deux plus grands éléments. C’est un algorithme bien adapté pour les approximations
rationnelles simultanées mais nous verrons qu’il est bien moins efficace que l'algorithme de
Knuth.

Ce chapitre commence par un court historique des différents travaux sur les algorithmes du
PGCD (section . Ensuite, nous introduisons les algorithmes (section et les parametres
étudiés (section . La section présente étape par étape, I’analyse dynamique du nombre
d’itérations des algorithmes de Knuth et de Brun. Pour conclure, la section 2.5 revient briévement
sur les résultats d’autres travaux non détaillés dans ce chapitre.

2.1 Contexte

L’algorithme d’Euclide a été décrit en -300 avant notre ére dans le livre Les Eléments d’Eu-
clide. Il est considéré par Knuth comme « le grand-pére des algorithmes car c’est le plus vieil
algorithme non-trivial encore utilisé aujourd’hui ». Des 1845, Lamé réalise une analyse dans
le pire des cas de ’algorithme d’Euclide mais c’est seulement autour de 1970 que Heilbronn et
Dixon réalisent séparément les premiéres analyses probabilistes pour des entrées entiéres [76, 47).
Ils montrent que le nombre de divisions euclidiennes est en moyenne linéaire par rapport a la
taille de l'entrée, comme dans le pire des cas mais avec des constantes différentes. En 1994,
Hensley [78] effectue la premiére analyse en distribution et prouve que le nombre d’itérations
suit une loi limite gaussienne. Toutefois, la preuve ne s’adapte pas a d’autres parameétres de
I’algorithme ni méme & d’autres algorithmes. Développée par Brigitte Vallée au milieu des an-
nées 90, 'analyse dynamique a permis les analyses de nombreux algorithmes euclidiens ainsi que
de nombreux parametres associés [133]. Parmi les parametres étudiés, des résultats précis sur le
comportement moyen des quotients, de la taille des continuants ou encore du nombre d’itérations
ont été obtenus. Akhavi et Vallée ont également analysé la complexité en bits moyenne [27]. En
2002, Viviane Baladi et Brigitte Vallée [29] ont fait une avancée importante. Elles ont étendu la
méthode afin d’obtenir les lois limites pour une large classe de cotits dits additifs et & croissance
modérée, incluant le nombre d’itérations. Nous nous sommes ensuite appuyés sur leurs travaux
pour réaliser l'analyse en distribution de la complexité en bits [18, 6] ou encore pour effectuer
I’analyse en moyenne de l'algorithme de Knuth-Schénhage, un algorithme quasi-linéaire de type
diviser pour régner [10, 2]. Les analyses dans le cas des polynémes sont plus simples et ne néces-
sitent pas d’analyse dynamique mais les mémes résultats ont été obtenus dans [32, 63, 83, 97].

Tous ces travaux montrent que les analyses probabilistes dans le cas de deux entrées (po-
lynémes ou entiers) sont maintenant bien maitrisées méme s’il reste des problémes ouverts. La
situation est tres différente en dimensions supérieures. Il existe une multitude d’extensions pos-
sibles de ’algorithme d’Euclide. L’algorithme le plus naif pour calculer le PGCD de plusieurs
entrées est probablement I’algorithme de Knuth qui présenté dans [85] et qui fait des appels
successifs a l'algorithme d’Euclide. Knuth motivait 'utilisation de cet algorithme & l’aide de
I’observation suivante : « Dans la plupart des cas, la taille des PGCD intermédiaires décroit
rapidement lors des premiers appels da l’algorithme d’Euclide et cela rend le reste du calcul trés
rapide ». La preuve de cette assertion et I'analyse de I'algorithme de Knuth étaient proposées
comme un exercice difficile dans la deuxieéme édition de The Art of Computer Programming mais
a disparu dans la troisiéme édition [85]. Nous avons prouvé ces résultats.

L’algorithme d’Euclide est en lien direct avec le développement en fractions continues d’un
réel afin d’obtenir ses meilleures approximations rationnelles successives. Plus généralement, les
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algorithmes de fractions continues multidimensionnels (et unimodulaires), décrits par exemple
dans [120], produisent des approximations diophantiennes de vecteurs réels et donnent tous lieu
a des algorithmes calculant le PGCD de plusieurs entiers. La littérature [92, 35] s’intéresse essen-
tiellement & ces approximations diophantiennes dont la qualité dépend fortement des exposants
de Lyapunov des systémes dynamiques sous-jacents. Ces algorithmes trouvent aussi des applica-
tions en géométrie discrete [31]. Cependant, les versions discrétes de ces algorithmes qui calculent
le PGCD ne sont jamais étudiées. C’est un objectif a long terme de réaliser ces analyses en com-
mengcant par l’algorithme de Brun. Notons que ce dernier admet plusieurs descriptions [36, 120]
et est aussi connu sous les noms de transformation de Gauss d-dimensionnelle, d’algorithme de
Jacobi-Perron ordonné ou encore de « Podsypanin modified Jacobi—Perron algorithm » [74].

2.2 Présentation des algorithmes

Dans la suite, Fy[X] est I'ensemble des polynémes sur le corps fini [, & ¢ éléments. Selon le
contexte (polynomes ou entiers), C désigne soit les entiers non nuls, C = N*, soit les polynémes
non nuls & coefficients dans F,, C = F,[X]*. Pour un entier z, le module de x est noté |z| et
pour un polynéme, degx désigne le degré de x.

2.2.1 Algorithme d’Euclide

L’algorithme d’Euclide effectue une succession de divisions euclidiennes pour calculer le
PGCD de deux entiers ou polynoémes. Pour tout couple (a,b) € C x C, il existe un unique
couple d’entiers ou polynémes (g, ), appelés quotient et reste de la division euclidienne de a par
b, tel que

a=b-q+r, 0<r<|b] ou degr <degh.

L’algorithme d’Euclide s’appuie sur la relation PGCD(a,b) = PGCD(b,r). Autrement dit, le
calcul du PGCD de deux grands entiers/polynoémes (a,b) se rameéne au calcul du PGCD de
deux plus petits entiers/polynomes (b, rr). L’algorithme s’arréte lorsque le reste obtenu est nul. Le
pseudo-code est donné par 'algorithme (1} Notez la présence de I’échange en début d’algorithme
afin d’ordonner les éléments pour les divisions euclidiennes a suivre.

Algorithme 1 : Algorithme d’Euclide
Entrée: Un couple (a,b) € C xC
Sortie: Le PGCD de a et b
si |a| < |b] (ou dega < degb) alors
échanger a et b
fin si
tant que b # 0 faire
Division euclidienne : a =b- g+ r avec 0 < r < |b| (ou degr < degb)
(a,b) + (b,r)
fin tant que
retourner a

2.2.2 Algorithme de Knuth

L’algorithme de Knuth calcule le PGCD de d 4 1 éléments (ug,u1,...,uq) en faisant au
plus d appels a un algorithme qui calcule le PGCD de deux éléments. Nous choisissons ici
I’algorithme d’Euclide mais nos travaux s’adaptent sans difficulté aux autres algorithmes déja
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étudiés avec I’analyse dynamique. Nous supposons que les éléments (ug, u1, . . ., ug) appartiennent
a I’ensemble

K _ pd+1
cli = cit,

Nous verrons plus loin que 'algorithme de Brun agit sur un ensemble légerement différent.
L’algorithme de Knuth calcule le PGCD g de (ug, u1,...,uq) selon la séquence suivante :

go :=1ug, gr =PGCD(gx_1,ur) =PGCD(ugp,u1,...,ux), pourk € [1,d].

Le PGCD g = g4 est obtenu apres d phases, chaque phase correspondant a un appel a l'algo-
rithme d’Euclide et faisant disparaitre une composante. En pratique, il est possible d’accélérer
I'algorithme en détectant si 'un des PGCDs intermédiaires est trivial (égal a 1 ou de degré nul).
Le pseudo-code de 'algorithme optimisé est donné par l'algorithme [2| Notez que pour d = 1,
I’algorithme de Knuth est exactement ’algorithme d’Euclide.

Algorithme 2 : Algorithme de Knuth
Entrée: Un d + 1-uple (ug,uy,...,uq) € CHL
Sortie: Le PGCD de (ug, u1,...,uq).
go = Uo
pour i = 1 to d faire
g; =Euclide(g;—1,u;)
si g; est trivial (g; = 1 ou deg g; = 0) alors
retourner g;
fin si
fin pour
retourner g4

2.2.3 Algorithme de Brun

1l existe plusieurs versions de ’algorithme de Brun. Nous avons choisi une version qui agit
sur I’ensemble Cgl) formé des (d 4 1)-uples d’entiers non-nuls, distincts et ordonnés,
C'@) = {u = (up,u1,...,uq) | up >up >ug >...>uqg>0}.
Ce choix facilite la description des trajectoires de I'algorithme. A chaque étape, 'algorithme de

Brun effectue la division euclidienne entre les deux plus grands éléments (ug, u1) et produit un
reste r

U
ri=up—muy, M= |—/|,
uy
avec |z | la partie entiére de x. Ensuite, r est inséré dans la liste Endu = (uq, ug, ..., uq) conte-

nant tous les éléments de u sans le plus grand ug. Pour l'insertion, l'algorithme de Brun utilise
la procédure InsDis (r,End u) qui inseére r dans la liste ordonnée End u de maniére & obtenir une
liste d’entiers non-nuls, distincts et ordonnés. Trois cas peuvent alors se produire :
(@) (Cas générique) si r n’est pas présent dans End u, c’est une insertion classique dans une
liste ordonnée.
(Z) (Casr =0) Sir =0, aucune insertion n’est réalisée. La procédure retourne End u et le
nombre de composantes diminue de 1.
(E) (Cas d’égalité) Si r # 0 est déja présent dans End u, aucune insertion n’est réalisée. La
procédure retourne End u et le nombre de composantes diminue de 1.
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L’algorithme se décompose donc en d phases, numérotées de 1 & d, qui correspondent chacune

a la disparition d’'une composante. Pendant la phase ¢, 'algorithme agit sur ’ensemble Cé”lﬂ. +1)

et s’arréte sur un élément de C(lfl_i) ayant une composante de moins. Lorsqu’il n’en reste plus
qu’une, l'algorithme se termine et la derniere composante correspond au PGCD. Pour résumer,
chaque étape de l’algorithme de Brun pendant la phase i € [1,d] se décrit par la transformation

U(d—it+1)(u) = InsDis (ug mod u;,Endu). (2.1)

Le pseudo-code de 'algorithme de Brun est donné par 'algorithme

Algorithme 3 : Algorithme de Brun
Entrée: Un d + 1-uple u = (ug, uq, ..., uq) d’entiers de C(%)
Sortie: Le PGCD de (ug, u1,-..,uq).
{on effectue d phases numérotées de 1 & d}
pour ¢ =1 a d faire
tant que u € C(%ﬂ.ﬂ) faire
u = Ug—;+1)(u) = InsDis (up mod u1,Endu)
fin tant que
fin pour
retourner u

2.3 Parametres étudiés et résultats

Notre objectif est d’analyser aussi précisément que possible différents aspects des algorithmes
afin de mieux comprendre leur comportement et de pouvoir les comparer. Nous commencons par
introduire les parametres d’intérét des algorithmes et les modeéles aléatoires avant de présenter
les principaux résultats.

2.3.1 Parametres des algorithmes

Au cours de mes travaux, j’ai eu 'occasion de m’intéresser a de nombreux parametres des
algorithmes du PGCD. Les paramétres peuvent étre regroupés en trois grandes familles. Il y a
tout d’abord les parametres dits additifs qui s’expriment comme la somme d’un cott élémentaire
sur les quotients apparaissant lors d’une exécution. C’est le cas du nombre d’itérations ou le cofit
élémentaire vaut 1. Nous donnerons d’autres exemples plus tard.

Les parametres décrivant 1’évolution des entiers/polynémes au cours de l'algorithme, aussi
appelés continuants, forment une autre famille de cotits. Par exemple dans [18] , nous avons
étudié la taille binaire des entiers a une fraction de ’exécution et nous avons montré que cette
taille décroit régulierement au fur et & mesure que l'algorithme d’Euclide s’exécute. Dans [1, 8, 7],
nous avons analysé la taille des PGCD intermédiaires au début de chaque phase et deux types
de lois limites ont été mis en évidence.

Pour terminer, il y a les cotlits mixtes qui mélangent multiplicativement les deux précédentes
familles. La complexité binaire de ’algorithme d’Euclide mesure le nombre d’opérations sur les
bits et constitue un colit mixte.

Afin de simplifier la lecture de ce mémoire, j’ai décidé de ne présenter que les résultats liés
aux parametres additifs. Les autres résultats seront évoqués mais avec une précision moindre.
Dans toute la suite, si X désigne un parametre, X2 et XX désigne le méme parametre mais
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Chapitre 2. Analyses des algorithmes de calcul du PGCD

appliqué respectivement a l'algorithme de Brun et de Knuth. Nous utiliserons la notation X
uniquement lorsque les explications s’appliquent aux deux algorithmes.

2.3.1.1 Parameétres additifs

Pour une entrée u = (ug, u1, ..., uq), nous notons L(u) le nombre d’itérations (de divisions
euclidiennes) effectuées par 'algorithme pour calculer le PGCD. Lors de la i-éme itération (i €
[1, L(u)]), lalgorithme réalise la division euclidienne entre deux éléments (polynémes ou entiers)
a;(u) et b;(u). Le quotient et le reste obtenus sont respectivement notés g;(u) et r;(u). Un
parametre X est dit additif s’il est de la forme

L(u)

X(u) =) c(qi(u))

—_

1=

avec ¢ un cofit élémentaire positif sur les quotients (¢ : C — R™). Lors des analyses des algo-
rithmes de Brun et de Knuth, nous nous sommes intéressés a trois cotits additifs.

Nombre d’itérations pendant une phase : Ly

Une exécution des algorithmes de Brun et de Knuth agissant sur d+1 entrées u = (ug, u1, ..., uq)
se décompose en exactement d phases, numérotées de 1 (la premiere) a d (la derniére), chacune
faisant « disparaitre » une composante. Pendant chaque phase, les algorithmes effectuent des
divisions euclidiennes. Pour k € [1, d], le parameétre Lj compte le nombre de divisions euclidiennes
réalisées pendant la phase k de ’algorithme. Il correspond & un coiit élémentaire ¢ défini par

¢(gi(u)) =1 si g;(u) est un quotient de la phase k, 0 sinon.

Nombre total d’itérations : L

Le nombre total d’itérations des algorithmes est juste la somme des itérations de chaque phase.
Autrement dit pour des algorithmes agissant sur d 4+ 1 entrées, nous avons L = L1 + Lo + L3 +
-+ 4 Lg. Il correspond a un cotit élémentaire constant ¢ = 1.

Nombre de quotients égaux a 1 dans la phase 1 : M;
Lorsque qu’un quotient vaut 1, la division euclidienne est en fait une soustraction. Il existe une
version soustractive de 'algorithme de Brun qui n’utilise que des soustractions. Le parametre M,
permet de voir si la version multiplicative de lalgorithme (avec des divisions) est relativement
proche de la version soustractive. Le parametre M7 correspond & un colit élémentaire ¢ défini
par

¢(gi(u)) = 1si gi(u) =1 et g;(u) est un quotient de la phase 1, 0 sinon.

2.3.2 Notions de tailles et modeles probabilistes

Avant d’énoncer les résultats, il est nécessaire de définir une notion de taille. Les analyses
des algorithmes de Brun et de Knuth ont été réalisées avec deux notions de taille différentes.

Taille pour I’algorithme de Knuth :

La taille utilisée pour les analyses de ’algorithme de Knuth est proche de la taille totale nécessaire
pour stocker le vecteur d’entrée. Précisément pour u = (ug,uy, ..., uq) € C(Ifl), la taille de u est
donnée par

k= degug + deguy + - - - + degug dans le cas des polyndmes,
E7) Inug+1nwu + -+ Inug| dans le cas des entiers.
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2.8. Parameétres étudiés et résultats

Ces notions de tailles ont été choisies car elles se manipulent facilement avec les séries généra-
trices. Pour un entier n, ’ensemble des entrées de taille n de 'algorithme de Knuth est alors
défini par
K K
Cayn ={uely | g =n}.

Nous munissons les ensembles C(Ig) n de la distribution uniforme.

Taille pour l’algorithme de Brun :

Contrairement a l'algorithme de Knuth, la taille utilisée pour les analyses de ’algorithme de
Brun est donnée par la taille maximum des composantes de ’entrée. Précisément pour u =
(ug,ut,...,uq) € Cgl), la taille de u est donnée par

lulp = [Inwug].

Nous nous limitons a des entrées entieres pour l'algorithme de Brun. Pour un entier n, ’ensemble
des entrées de taille n est alors défini par

Clyn={uecly | luz=n}

Nous munissons les ensembles C(]fl) n de la distribution uniforme.

Dans la suite, la mention taille totale fera référence a la taille || utilisée pour 1’algorithme
de Knuth alors que nous parlerons de taille mazx pour pour la taille |-| g utilisée pour 'algorithme
de Brun.

Comparaison des deux modéles aléatoires :
Afin de comparer les algorithmes, il aurait été idéal d’utiliser la méme notion de taille et donc les
mémes modeles probabilistes. Cependant, les deux modeles sont assez différents. Dans le modele
avec la taille max, un élément aléatoire de taille n a trés probablement des composantes qui sont
toutes de tailles (nombre de bits ou degré) trés proches de n. A contrario dans le modele avec
la taille totale, une entrée comportant a la fois des petites et des grandes composantes est aussi
probable qu’une entrée ayant des composantes de tailles similaires.

Les deux modeles probabilistes étant assez différents, il est difficile de comparer les résultats
et de fait, de comparer les deux algorithmes. Nous nous y risquerons tout de méme mais avec
la plus grande prudence...

2.3.3 Principaux résultats

Les modeles probabilistes et les parametres d’intérét étant définis, nous pouvons mainte-
nant énoncer les principaux résultats obtenus. Nous avons obtenu des résultats fins pour les
algorithmes d’Euclide et de Knuth puisque nous avons réalisé des analyses en distribution en
déterminant plusieurs lois limites. Faute d’informations précises sur les propriétés analytiques
des opérateurs, les analyses pour ’algorithme de Brun se limitent pour I'instant a des analyses
en moyenne. Nous donnons plus de détails dans la section

2.3.3.1 Analyses en moyenne pour 1’algorithme de Knuth

Nous avons étudié ’algorithme de Knuth & la fois pour des entrées entieres et polynomiales.
Dans les deux cas, les résultats sont tres similaires. Les analyses en moyenne montrent que
I’algorithme de Knuth effectue 1’essentiel de son travail lors de la premiére phase. Précisément,
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I’algorithme effectue en moyenne un nombre linéaire de divisions pendant la premiére phase
alors qu’il en effectue un nombre constant pour les autres phases. Les résultats sur les entiers
font intervenir plusieurs objets liés au systéme dynamique de Gauss (systéme dynamique de
I'algorithme d’Euclide) dont la transformation est donnée par T'(z) = 1/x—|1/x| sur 'intervalle
10,1] et T'(0) = 0. L’opérateur de transfert associé est défini par

Hf0) =3 o f (). (2.2)

= (m+2z)" \m+x

Sur un espace fonctionnel adéquat (par exemple C'([0,1])), il vérifie la propriété de Perron-
Frobenius. Il admet pour s > 1 une unique valeur propre de module maximum A(s). Nous
introduisons aussi la fonction ¢y ; définie pour Rs > 1 et Rt > 1 comme

1 {(s+1)

— > (] — 1, t x .
‘ps,t(x) T 9 C(S)C(t) (I Hs+t) (Hs +H )[1]( ) ’ (2 3)

avec ((s) la fonction zéta de Riemann. On peut étendre la fonction en ¢ = 1 (ou s = 1 par
symétrie) et en (s,t) = (1,1) par
1¢(s+1) 1

pon(r) = 5> (L= Hop) ' [1(@),  pra(e) = 5 T (2.4)

Le théoréme suivant résume les résultats d’analyse en moyenne des parametres additifs pour
I’algorithme de Knuth.

Théoréme 4 [Nombre moyen d’itérations pendant les phases| Considérons C(Ig) ,, l’ensemble des

(d + 1)-uplets de taille totale n muni de la distribution uniforme. Alors, le nombre d’itérations
pendant les phases de ’algorithme de Knuth vérifie les propriétés probabilistes suivantes :

(a) Le nombre moyen d’itérations Ly pendant la premiére phase est linéaire en la taille n des

entrées et vérifie
1 n

ou &1 est l'entropie du systéme dynamique de 'algorithme d’Euclide. En particulier, £ =
% pour les polynomes et pour les entiers & = gl5-
(b) Pour tout k € [2..d], le nombre moyen d’itérations Ly pendant la k-éme phase est asymp-

totiquement constant et vérifie

En[Li] = ar +o0(1),

k

avec ap = pour les polynomes et dans le cas des entiers,

ar = (I = Hyy1) " or1](0).

2.3.3.2 Analyses en moyenne pour 1’algorithme de Brun

Contrairement a ’algorithme de Knuth, les analyses de l'algorithme de Brun ne concernent
que des entrées entieres et non les polyndémes. La difficulté intervient lorsque des polyndémes
de méme degré apparaissent apres une division. Il faut alors choisir ou positionner le reste de
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2.8. Parameétres étudiés et résultats

la division et ces choix compliquent la description des trajectoires du systéme dynamique sous-
jacent. Décrire les trajectoires est une étape fondamentale de ’analyse dynamique, c’est pourquoi
nous nous sommes limités au cas d’entrées entieres.

Comme pour 'algorithme de Knuth, nous avons étudié le nombre d’itérations de chaque
phase de l'algorithme de Brun. Nous avons aussi souhaité comparer I'algorithme de Brun avec
sa version soustractive qui n’effectue que des soustractions. Les résultats obtenus sont résumés
dans le théoréme suivant.

Théoréme 5 Considérons l’ensemble C(Eji)m des (d+ 1)-uplets de taille-maz n (i.e. [Inug| =n)
muni de la distribution uniforme. Alors, Ualgorithme de Brun vérifie les propriétés probabilistes
suivantes :
(a) Le nombre total de divisions L et le nombre Ly de divisions effectuées lors de la premiére
phase vérifient

ou Eq est Uentropie du systéme dynamique de Brun en dimension d.
De plus, lorsque d tend vers linfini, l’entropie £ vérifie Eg ~ Ind.

(b) Le nombre Lo+ L3+ ---+ Ly d’itérations effectuées pendant le reste de l’exécution (aprés
la premiére phase) est en moyenne asymptotiquement constant.

(¢) Soit My le nombre de quotients égaux a 1 pendant la premiére phase. Le rapport entre les
espérances E,[M;] et E,[L1] tend vers une constante pg < 1. Lorsque d — o0, la constante
pa tend vers 1 avec une vitesse de convergence en O(2-4/1084).

Les résultats du théoréme [f] sont tres similaires & ceux obtenus au théoréme [4] pour 'algo-
rithme de Knuth. Dans les deux cas, le nombre total d’itérations est linéaire en la taille et la
quasi-totalité des divisions sont effectuées pendant la premiere phase. Pourtant, la dimension a
un role différent dans la complexité des deux algorithmes.

Le théoreme [d]indique que le nombre moyen d’itérations de I’algorithme de Knuth est d’ordre
n/((d + 1)&1). Or dans le modele de Knuth, n/(d + 1) est la taille moyenne de chaque entrée
dont ug. De manieére tres grossiere, la complexité moyenne de ’algorithme de Knuth est d’ordre
(1/&€1) X Ey[In ug] alors qu’elle est d’ordre (d + 1)E,[Inwug]/E4 pour 'algorithme de Brun. Comme
Eq ~ Ind, le nombre d’itérations de I'algorithme de Brun est sous-linéaire en la dimension
alors qu’il est indépendant de la dimension pour 'algorithme de Knuth. Nous avons réalisé des
expériences afin de comparer les deux algorithmes en fonction de la dimension d et lorsque la
taille-max (au sens de Brun) est fixée. La figure montre que notre intuition est correcte.

Nous avons aussi étudié le pire des cas de I'algorithme de Brun qui, a notre connaissance,
n’était pas connu.

Théoréme 6 Pour tout entier positif d, notons 74 €]0,1[ la plus petite racine non nulle du
polynome 291 + z — 1. Pour tout entier n, le nombre mazimum d’itérations de lalgorithme de

B -
Brun Qg sur l'ensemble C(d),n vérifie,

1

- |1n7'd|n

Qd,n

De plus lorsque d — oo, le réel 74 vérifie 1/|Inty| ~ (d+1)/Ind.

La preuve du théoréme [6| met en évidence que le pire des cas se produit lorsque tous les quotients
ont pour valeur 1, autrement dit, lorsqu’il n’y a que des soustractions. L’asymptotique dans le
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Comparison PlainGcd/BrunGced in function of the dimension (N is fixed)
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140000 | PlainGecd —<— |
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Number of steps
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FIGURE 2.1 — Nombre d’itérations de 'algorithme de Brun (BrunGed) et de 'algorithme de
Knuth (PlainGed) pendant la premiere phase en fonction de d. Les entiers utilisés ont au plus
N = 5000 bits.

pire des cas fait intervenir le rapport (d + 1)/Ind qui est également la constante dans le cas
moyen. Comme le pire des cas est atteint lorsque tous les quotients ont pour valeur 1, cela semble
indiquer que l'algorithme de Brun fait intervenir des quotients qui sont presque toujours égaux
a 1. Cest ce qu'indique le (¢) du théoreme |5, Nous avons aussi réalisé des expériences pour
illustrer ce phénomene. La figure montre que la proportion de quotients égaux a 1 pendant
la premiere phase tend rapidement vers 1 lorsque la dimension augmente. Lorsque d = 16, plus
de 99% des divisions sont en fait des soustractions et pour d = 50, cette proportion est 99.99%.
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FIGURE 2.2 — Proportion de quotients égaux a 1 lors de la premiere phase de I'algorithme de
Brun en fonction de la dimension. Les entiers utilisés ont au plus N = 5000 bits.

2.3.3.3 Analyses en distribution pour l’algorithme de Knuth

L’algorithme de Knuth s’appuie sur I'algorithme d’Euclide dont I'analyse est bien maitrisée
puisque nous disposons de nombreux résultats sur le systéme dynamique sous-jacent. En particu-
lier, les propriétés spectrales et analytiques des opérateurs de transfert sont bien connues. Nous
avons exploité ces propriétés pour réaliser des analyses en distribution. Les résultats obtenus sur
les parametres additifs sont résumés par le théoreme suivant.

Théoréme 7 [Loi limite des itérations pendant les phases| Considérons C(Ifl) , lensemble des

(d + 1)-uplets de taille totale n muni de la distribution uniforme. Alors, le nombre d’itérations
pendant les phases de l’algorithme de Knuth vérifient les propriétés probabilistes suitvantes :

(a) Le nombre d’itérations Ly pendant la premiére phase suit asymptotiquement une loi béta
de parameétre (1,d) sur lintervalle [0,1/&1]. Précisément, la probabilité P,[L1 > m] de
l’événement [Ly > m| vérifie lorsque n — oo et m/n € [0,1/&]

P,[Li > m] = (1 —& :)dju O (e2)

avec €y, un terme d’erreur explicite et uniforme lorsque m/n € [0,1/&1] (e, — 0).

(b) Pourk > 2, le nombre d’itérations Ly pendant la k-iéme phase suit asymptotiquement une
loi géométrique dans le cas polynomial. La probabilité P, [Ly > m] de I’événement [Ly > m]

k_
vérifie lorsque n — oo et m/n € [0, ﬁ_qu—kl}

P, [Ly > m)] :<qqk—_11>m +o(1),

ot le terme d’erreur o(1) est explicite et uniforme dans lintervalle fermé {0, ﬁqkq;l].
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(¢) Pourk > 2, le nombre d’itérations Ly pendant la k-iéme phase suit asymptotiquement une
loi dite quasi-géométrique dans le cas entier. La probabilité P,[Ly > m] de l’événement
[Li, > m] vérifie lorsque n — oo et m/n € [0, A\(k + 1)/|N(k + 1)|],

Pn[Ly >m] = HJ[pra](0) + O (en)
= bAk+1)"+ 0 ()" +en)

avec €, un terme d’erreur explicite et uniforme lorsque m/n € [0, \(k + 1)/|N (k + 1)]],
0 < pr < A(k+1) et by une constante qui ne dépend que de Hy11 et pp ;.

(d) Le nombre total de divisions euclidiennes L admet la méme asymptotique que le paramétre
L1i. En particulier, L a asymptotiquement la méme espérance que L1 donnée au théoréme
[4(a) et suit la méme loi limite béta donnée au (c) ci-dessus.

La figure 2.3 montre les lois limites décrites dans le théoréme [7] Chaque graphique est le résultat
d’expériences (10000 exécutions de l'algorithme de Knuth par graphique) faites sur des entiers
de 1000 bits. Les graphiques représentent la densité de probabilité empirique du nombre de
divisions euclidiennes effectuées par ’algorithme lors de plusieurs phases.

abscisse : valeurs possibles du nombre d’itérations ordonnée : densité de probabilité empirique
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FIGURE 2.3 — Exemples de lois limites avec leur densité.

Les deux graphiques en haut de la ﬁgure sont dédiés au cas d = 1 (2 entiers ou polynoémes
en entrée). L’algorithme de Knuth est alors exactement ’algorithme d’Euclide. Toutefois, nous
considérons les deux notions de taille introduites & la section[2.3.2] A gauche, la taille de la paire
(u,v) est donnée par la taille max (modele associé a I’algorithme de Brun). C’est la notion de
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taille usuelle dans les précédentes analyses de I’algorithme d’Euclide. A droite, la taille de (u,v)
est la taille totale (modele associé a I’algorithme de Knuth). A notre grande surprise, la loi limite
est différente dans les deux modeles probabilistes. Avec la taille usuelle, nous obtenons une loi
limite gaussienne comme il ’a été prouvé par Hensley dans [78]. Les lois limites gaussiennes sont
courantes en analyses d’algorithmes, y compris pour les algorithmes du PGCD. La densité limite

—x2/2

est alors définie sur R par f(x) = —26 . Cependant dans le modeéle de Knuth, la loi limite
T

est une loi uniforme dont la densité est donnée par f(x) = 1 ;)(x). C’est un cas particulier de
la loi béta de parametres (1,1). La densité d’une loi béta de parametres (a,b) est définie sur
[0,1] par

Fla+b) , 4
NONON

Les graphiques en bas de la figure correspondent a l'algorithme de Knuth agissant sur 4
entrées (d = 3). A gauche, le graphique représente la densité empirique du nombre d’itérations
pendant la premiére phase (parametre Lj) alors que le graphique a droite correspond a la
deuxiéme phase (parametre Ly). Le théoréme [7] indique que la densité a gauche est celle d’une
loi béta de parametre (1,d) alors qu’a droite, nous obtenons une loi discrete quasi-géométrique.
Un parametre X suit une loi limite géométrique de parametre r € [0, 1] si

5(171,(1') = (1 — x)bill[o’l] (x)

lim P, [X >m] =" pour m € N.

n—oo
La loi géométrique fait intervenir une puissance ezacte. Nous obtenons aussi des lois limites ou
la puissance n’apparait qu’asymptotiquement lorsque m tend vers I'infini. Nous disons que X
suit une loi limite quasi-géométrique de parameétre r € [0, 1] si pour m € N,

. m —m
Jim P [X >m]=an  avec  ap=0b-r (1+0(p™™)),
b un réel positif et p € [0, 1[. Autrement dit, a,, se comporte comme une quasi-puissance lorsque
m grandit.

Les lois bétas sont omniprésentes en probabilité lors de 1’étude des statistiques d’ordre.
Etant données p variables i.i.d dans lintervalle [0,1], la statistique d’ordre de rang k (k-éme
plus petite valeur) suit une loi béta de parametres (k,p—k+1). Pour k = 1, il s’agit de la loi du
minimum. Les urnes de Pélya [99] sont des modeles probabilistes basés sur le tirage aléatoire de
boules avec replacement. Le nombre de boules d’une couleur donnée suit une loi béta-binomiale
qui correctement normalisée et sous certaines conditions, converge vers une loi béta. Les lois
bétas se retrouvent aussi lors de 1’étude des arbres. Dans [28], Aldous décrit un modele d’arbres
aléatoires dont le partitionnement des sommets s’appuie sur la loi béta (beta-splitting model). Ce
modele est un cas particulier d’arbres aléatoires (random split trees) introduits par Devroye [46]
qui utilisent des distributions générales et dont certains parametres admettent des lois limites
bétas. Toujours en lien avec les arbres, les auteurs de [100, 87] étudient les arbres croissants et
montrent par exemple que la taille de certains sous-arbres suit asymptotiquement des lois bétas.
Les exécutions de 'algorithme de tri Quicksort sont tres liées au choix des pivots qui sont souvent
des statistiques d’ordre. Les lois bétas ou des généralisations apparaissent alors naturellement
lors des analyses ou comme lois limites [121, 77, 103, 38, 39, 101, 138, 139]. Les lois bétas se
retrouvent dans ’analyse de parameétres qui ne sont pas liés a des statistiques d’ordre. Citons
par exemples certaines grandeurs dans le processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt [26],
I’étude des propriétés asymptotiques de certaines classes de graphes [34] ou I’étude de polynémes
a racines unitaires [80]. Cette liste n’est bien entendu pas exhaustive.
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2.3.3.4 Quid des analyses en distribution pour ’algorithme de Brun

Nous ne sommes pas parvenus a faire des analyses en distribution avec ’algorithme de
Brun. Une analyse dynamique en moyenne nécessite uniquement (ou quasi-uniquement) des
connaissances spectrales assez basiques sur l'opérateur de transfert et ces résultats ont par
exemple été obtenus pour l'algorithme de Brun par Broise-Alamichel et Guivarc’h dans [35].
En revanche, une analyse en distribution s’appuie sur des inégalités a la Dolgopyat [48, 49] de
Iopérateur de transfert. Baladi et Vallée ont montré que ces inégalités existent pour I'algorithme
d’Euclide [29]. Comme ’algorithme de Knuth s’appuie sur 'algorithme d’Euclide, il était possible
d’exploiter les résultats de Baladi-Vallée dans le cadre de 'algorithme de Knuth. Cependant,
les mémes inégalités n’existent pas encore pour l'algorithme de Brun. C’est pourquoi nous nous
sommes limités a des analyses en moyenne.

2.4 Ebauche de preuve

Nous donnons ici une idée tres globale des preuves des différents théoremes dans le cas des
entiers. Celles-ci s’appuient sur ’analyse dynamique.

2.4.1 Etablir les systémes dynamiques et les trajectoires

Le systeme dynamique sous-jacent & l'algorithme de Knuth est la transformation de Gauss
qui est le systeme dynamique de 'algorithme d’Euclide. L’algorithme d’Euclide étant un cas
particulier de I'algorithme de Brun, il suffit de décrire le systeme dynamique de Brun. La pro-
cédure pour retrouver le systeme dynamique est souvent la méme et s’appuie sur la projection
définie sur les entrées ordonnées C@) par

Bien entendu, cette définition comme les suivantes s’étendent a tout élément de 'union disjointe
@gzl C(% qui est ’ensemble sur lequel opére 'algorithme de Brun pendant son exécution. Nous
rappelons qu’une étape élémentaire de ’algorithme de Brun s’écrit

Ug)(u) = InsDis (ug mod u1,Endu).

Si v = U(gy(u), alors le systéme dynamique de Brun est la transformation V(4) qui transforme
m(u) en w(v). Elle est définie sur le simplexe

Ty ={1x = (v1,29,...,2q) | 1 221 > 29 > -+ > 24 > 0}

et vérifie

1
Vi4)(x) = InsDis ({Il’l} 7Endx) , V(d)(()d) =04

avec {z} la partie fractionnaire de x. Pour d = 1, nous retrouvons la transformation de Gauss
définie sur [0, 1] par V{;y(x) = {1/x} et V(1)(0) = 0.

La fonction InsDis cache en fait trois transformations distinctes selon qu’il y a une inser-
tion, un reste nul ou une égalité. Ces trois cas définissent trois familles de branches inverses
respectivement notées H g pour une insertion, Z(g) pour un reste nul et Sg) pour une égalité.
Nous posons F(q) = Z(q) U S(g) les branches finales qui interviennent a la fin de chaque phase.
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Les branches inverses correspondant aux exécutions de I'algorithme de Brun sont alors don-
nées par l'ensemble B4y défini par

B(d) = P(d) o P(d—l) 0...0 77(1) = P(d) o B(d—l) (2.5)

ou les ensembles de branches inverses P;_y) sont celles utilisées par 'algorithme de Brun sur
Cglig) pendant la phase d — £ + 1,

Pla—r) = Hig_e) © Fla—o)- (2.6)

Ce résultat s’applique a l'algorithme d’Euclide lorsqu’il agit sur des données ordonnées. Mais
lors de I'exécution de 'algorithme de Knuth, les entrées ne sont pas ordonnées et un échange
peut étre effectué pour réordonner. Il y a trois cas : (i) les deux éléments sont égaux (ug = uy)
et une seule division avec un quotient égal a 1 est effectuée. C’est une branche inverse h— qui
est alors utilisée. (i) Les éléments sont ordonnés (ug > up). Une trajectoire classique sur des
données ordonnées est alors effectuée. (iii) Les éléments ne sont pas ordonnés (up < uy). Ils sont
échangés et une exécution classique s’applique. L’ensemble des branches inverses 75(1) construites
par 'algorithme d’Euclide sur des entrées non-ordonnées est donné par

Puy = {h=} P Pu) PPy

ou P(q) €D P(1) signifie une union disjointe entre P(q) et une copie formelle de P(yy. L’algorithme
de Knuth étant une succession de d appels a l'algorithme d’Euclide, ’ensemble des branches
inverses construites par 'algorithme de Knuth sur I’ensemble Cg) est 75(1) X ... 75(1) (d fois).

Nous venons de décrire les trajectoires admissibles des systemes dynamiques sous-jacents
aux algorithmes. A chaque entrée correspond une trajectoire (une suite admissible de branches
inverses) et un PGCD, ce qui définit une bijection.

2.4.2 Séries génératrices d’intérét et opérateurs

Les séries génératrices bivariées (ordinaires et de Dirichlet) s’écrivent pour un cout C' défini
sur Cg),

C(u
C(z,w) = Z zd(u)wC(U) et C(S, w) = Z w<u(>s)’ (27)
u€eCy) u€eCy)
avec
uQ pour Brun sur les entiers,
d(u) = ¢ wouy...uq pour Knuth sur les entiers,
luo| + |ur| + -+ + |ug] pour Knuth sur les polynomes.

La fonction d(u) a été définie de maniére & manipuler facilement les séries génératrices. Nous
posons C(z) = C(z,1) et C(s) = C(s,1) qui sont deux séries qui ne dépendent pas du parametre
étudié. La série génératrice du premier moment Cl est la dérivée formelle par rapport & w
en w = 1. Rappelons que les coefficients des séries génératrices sont en lien avec les grandeurs
probabilistes du parametre C' a travers les relations , et dans le cas des polynémes.
Dans le cas des entiers, il faut un peu adapter les formules et remplacer [2"]C par la somme
cumulée ®,,[C] (voir formule de Perron, Théoréme [2)).

Exprimer les séries génératrices avec les opérateurs de transfert est un moment clé de la
partie formelle de I’analyse dynamique. Cette connexion s’appuie sur les ensembles de branches
inverses décrits a la section précédente, sur les dictionnaires de I’analyse dynamique (voir section
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1.3.5)) et sur une propriété remarquable qui relie le jacobien au plus grand entier de 'entrée.
Précisément si h est la branche inverse construite par ’algorithme de Brun sur I’entrée ordonnée
u = (ug,...,uq) € 651) et si g = PGCD(u), alors h(0) = u/g et

1 Jac[h](0) 1

ungl B gd-‘rl o D[h](O)d+lgd+1 '

En combinant tous ces éléments, nous obtenons une expression des séries génératrices en
fonction des opérateurs de transfert donnée par la proposition suivante.

Proposition 1 (a) Soit LkB le nombre d’itérations de l'algorithme de Brun pendant la phase k
(k € [1,d]) de lalgorithme. Alors la série génératrice bivariée LY (s, w) associée au paramétre
L s'écrit sous la forme Li (s,w) = ((8)Ba) k,5,0[1](0) avec

B(4) ks = {P(l),s 0::-0 P(d—k),s] 0 P(g—k+1),5,w © [P(d—k+2),s 0---0 P(d),s} . (29)

Pour £ € [0,d — 1], les opérateurs P(q_ 5., $ écrivent

P50 = wF(g_p 50 (1 —wHg g ,)""

avec Pg_p s = Pg_p)s1- Les opérateurs ¥ q_g) s et Hg_y) s sont les opérateurs de transfert
(non pondérés) associés aux branches inverses Fa-e) €t Hg—gy de la phase £+ 1.

(b) Soit LE le nombre d’itérations de l'algorithme de Brun pendant la phase k (k € [1,d])
de l'algorithme agissant sur les entiers. Alors la série génératrice bivariée Lf(s,w) associée au
parametre Lf s’écrit sous la forme

Ly (s,w) = ¢(s) - P ks,w[1](0) (2.9)

avec lss,t,w = % w-(1—w- H(l),s+t)_1 o (H(l),s + H(l),t)-

Dans tous les cas, les séries génératrices sont semblables. Elles se décomposent en deux parties :
une qui est indépendante de w et une autre, qui fait intervenir 'opérateur de la phase k et qui
dépend de w. Les opérateurs de la phase k dépendent tous d’un quasi-inverse de la forme (1 —
wG)~! pour un opérateur G. Or pour retrouver la série du premier moment LE], il faut dériver
par rapport a w les séries bivariées. La dérivée de (1 —wG) ! est donnée par G o (1 —wG)~2 qui
fait apparaitre deux quasi-inverses. Nous pouvons écrire la proposition tres informelle suivante.

Proposition 2 (a) Dans tous les cas, la série génératrice LLI](S) s’exprime en fonction des
opérateurs de transfert. Cette expression fait intervenir deux quasi-inverses de la phase k, et un
seul pour chaque autre phase.

(b) Dans tous les cas, la série génératrice Li(s,1) s’exprime en fonction des opérateurs de
transfert. Cette expression fait intervenir un quasi-inverse de la phase k, et un seul pour chaque
autre phase.

A ce stade de la méthode, les séries génératrices ont toutes une expression « explicite » en
fonction d’opérateurs de transfert. Ces expressions ont été obtenues a l'aide des trajectoires ou
branches inverses admissibles et des dictionnaires de ’analyse dynamique. Cela conclut la partie
symbolique de la méthode.
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2.4.3 Propriétés spectrales et analytiques des opérateurs et des séries géné-
ratrices

Les séries génératrices sont maintenant vues comme des objets analytiques. Dans le cas des
entiers, ces dernieres dépendent des opérateurs de transfert ce qui nous ramene a étudier les
propriétés analytiques des opérateurs.

2.4.3.1 Propriétés spectrales et analytiques des opérateurs

Les opérateurs générateurs qui interviennent dans les expressions des séries génératrices sont
principalement construits a partir de quelques opérateurs de base F(y) o, Hy) o, Hs = H(y) , et
les quasi-inverses (1 — Hp ;)™ pour £ € [1,d].

Les opérateurs F ;) , et Hy) , sont tous analytiques sur le domaine $s > 1 et jouent un
role secondairep_-] dans les propriétés analytiques des séries génératrices. De leurs cotés, les quasi-
inverses ont un role essentiel. Si 1 est une valeur propre de Hy) ,, alors 1 — Hy) , n’est pas
injectif et le quasi-inverse (1 — H(g)7s)_1 n’est pas défini. Nous sommes donc ramenés a étudier
le spectre de Hy) ;.

Dans [35], Broise-Alamichel et Guivarc’h étudient le spectre de ces opérateurs pour les algo-
rithmes de Jacobi-Perron et Brun. Ils montrent que sur un espace fonctionnel adéquat, I’'opéra-
teur Hy) , satisfait une propriété de Perron-Frobenius (voir la propriété (1)) a savoir qu’il admet
une unique valeur propre dominante As(s), simple et positive lorsque s > 1, isolée du reste du
spectre par un saut spectral. Cette propriété spectrale entraine une décomposition des itérés de
I'opérateur ainsi que du quasi-inverse sous la forme

Ae(s)

n _ n n -1 _
Hipy o =2(5)"Quoys + Ry, (L—Hpy ) = T— ()

Qs + (1 =Ry )~ (2.10)
avec Qs © Rir)s = Rr),s © Qoy,s = 0, HQ?[),SH = O(p}|Ae(s)|™) et pe < 1 (uniforme en s dans
chaque compact). Or en s = £ + 1, 'opérateur Hy) 41 est un transformateur de densité et sa
valeur propre dominante vaut 1. En utilisant des propriétés de décroissance du rayon spectral
de Hy) , a la fois sur I'axe réel et sur les droites verticales {fts = o} (0 > 1), nous obtenons
que le quasi-inverse (1 — Hy) ,)~" est analytique sur le demi-plan {fs > ¢+ 1} excepté en
s = {+ 1 ou il admet un pole simple. Nous pouvons maintenant transférer cette propriété aux
séries génératrices et nous obtenons la proposition informelle suivante.

Proposition 3 (a) Dans le cas de l'algorithme de Brun, les séries génératrices Ly(s,1) et Lg} (s)
admettent un pole dominant en s = d+ 1. Ce pdle est simple pour Li(s,1) quel que soit k. Il est
aussi simple si k > 2 pour Lg](s). En revanche, c’est un pole double si k = 1.

(b) Dans le cas de lalgorithme de Knuth, les séries génératrices Ly (s, 1) et LL”(S) admettent
un pole dominant en s = 1. Ce pole est d’ordre d + 1 pour Li(s,1) quel que soit k. Il est aussi
d’ordre d+1 si k > 2 pour LE](S). En revanche, c’est un pole d’ordre d + 2 si k = 1.

2.4.4 Théorémes de transfert et fin de ’analyse en moyenne

Les propriétés analytiques des séries génératrices étant connues, nous pouvons maintenant
extraire les coefficients a 1’aide des extracteurs. Quel que soit 'algorithme (Knuth ou Brun) ou
le type d’entrées (entiers ou polynémes), nous sommes dans l'une des deux situations suivantes
selon la phase étudiée :

1. la plupart du temps...
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Cas k > 2 : La position et I'ordre des poles dominants des séries L,[:](z) et Lg](s) sont iden-

tiques a la position et l'ordre des pdles dominants de L (1, z) et L.(1,s).
Cas k =1 : La position des poles dominants des séries L[ll](z) et L[ll](s) est identique a celle
des pdles dominants de Lg(1, z) et L.(1, s). En revanche, I'ordre des po6les dominants differe
de 1.
Les séries génératrices satisfont aussi les hypotheses du théoreme de transfert donné au chapitre
précédent (théoreme [1)) ou du théoréme taubérien de Delange (théoréeme [3). En appliquant ces
théoremes aux séries génératrices, nous obtenons deux types d’asymptotiques :

Cas k > 2 : Les coefficients des séries LE}(Z) et Lg](s) ont le méme comportement asymp-
totique (& une constante pres) que ceux de Lg(1,z) et L.(1,s).

Cas k =1 : Les coeflicients des séries L[ll}(z) et L[ll](s) ont un comportement asymptotique
différent des coefficients de Lg(1,2) et L.(1,s). Un terme linéaire en la taille n vient
s’ajouter pour I'asymptotique des coefficients de LE](Z) et Lg](s).

Pour conclure, 'espérance de Lj se déduit des formules , ou qu’il faut adapter
avec les séries de Dirichlet en remplagant [2"]C(z) par ®,[C(s)] avec C(s) = Lg(s,1) ou C(s) =
Lg](s). Le rapport entre les asymptotiques des coefficients de Lg](s) et Li(s,1) conduit aux
deux types de résultats :

Cas k > 2 : L’espérance E,[Ly]| de Ly est d’ordre constant.

Cas k =1 : L'espérance E,[L1] de Ly est d’ordre linéaire en la taille.

Bien entendu, il faut faire tres attention aux constantes mais il s’agit essentiellement d’une
difficulté calculatoire.

2.4.5 Vers une analyse en distribution

Lors de I'analyse en distribution des parameétres L; pour ’algorithme de Knuth, nous nous
sommes retrouvés dans une situation inédite en analyse dynamique. La série génératrice bivariée
Li(s,w) est de la forme

avec

Als,0) = - Pogol1](0) €6 Am(s) = HlL oy fassl0).

Pour k = 1, A(s, 1) admet un pole simple en s = 1 alors que pour k > 2, A(s, 1) est analytique
en s = 1. Les fonctions zéta admettent un pdle simple en s = 1.

Lorsque w varie, la singularité dominante de L;(s) change de nature. En w =1, s = 1 est
un pole d’ordre d + 1. Pour w > 1, A(s,w) admet un péle en s = o(w) > 1 qui est un pole
dominant simple de L;(s,w). Pour w < 1, A(s,w) admet un poéle en s = o(w) < 1 mais le pole
dominant de L;(s) est 1 qui est d’ordre d. Il y a donc des transitions de phase dans la nature de
la singularité lorsque k£ = 1. Ces transitions de phase n’existent plus lorsque & > 2. On retrouve
cette notion de transitions de phase dans le livre de Flajolet-Sedgewick [60] (page 704).

Dans [1], nous avons décrit deux nouveaux extracteurs (un pour chaque type de série gé-
nératrice) adaptés a ce contexte et qui conduisent a des lois limites bétas, géométriques ou
quasi-géométriques. Nous ne détaillons pas ces résultats ici mais ils sont une sorte d’équivalents
du théoreme des quasi-puissances de Hwang [79] qui conduit & des lois limites gaussiennes.
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2.4.6 Conclusion

Nous en avons terminé avec la preuve des résultats pour les seuls parametres L. Nous avons
décrit assez précisément toutes les étapes de I'analyse dynamique en omettant volontairement
de nombreux détails des preuves. La prochaine section résume d’autres résultats obtenus sur
d’autres parameétres des algorithmes d’Euclide ou de Knuth ou bien sur un algorithme de type
diviser pour régner.

2.5 Autres résultats

2.5.1 Algorithme d’Euclide et de Knuth

Lors des analyses des algorithmes d’Euclide et de Knuth, nous avons mis en évidence d’autres

lois limites.
Algorithme d’Euclide : dans [18, 6], nous avons décrit les lois limites de la taille des continuants a
une fraction de ’exécution et de la complexité binaire. Nous reprenons les notations de la section
Etant donné un rationnel r, la taille du continuant & une fraction r de exécution est
donnée par la taille binaire ou le degré de a;(u) avec i = [r - L(u)]. Nous avons démontré
que la taille des continuants décroit tres régulierement pendant ’exécution de I’algorithme. En
moyenne, la taille est donnée par (1 —7) - n avec n la taille-max initiale. La variance est aussi
linéaire et nous avons méme démontré une loi limite gaussienne.

La complexité binaire naive d’une division euclidienne a = bg+1r est d’ordre O(¢(q)¢(b)) avec
¢(x) la taille de x (taille binaire ou degré). En sommant sur toutes les étapes £(b;(u))¢(g;(u)),
nous obtenons la complexité binaire de I'algorithme d’Euclide. Nous avons montré que la com-
plexité binaire de 'algorithme d’Fuclide sur les polynoémes suit asymptotiquement une loi limite
gaussienne d’espérance quadratique en la taille de ’entrée et de variance cubique. Nous avons
obtenu le méme résultat avec I'algorithme d’Euclide étendu qui calcule en plus les coefficients de
Bezout. La différence est que la loi limite existe aussi pour I'algorithme étendu sur les entiers.

Algorithme de Knuth : afin d’étudier ’évolution des données, nous nous sommes intéressés a la
taille des PGCD intermédiaires lors de 'exécution. Nous posons Dj(u) la taille du PGCD de
(ug,uq,...,ux) pour k = 0..d. Alors les parametres Dy suivent exactement les mémes lois que
les parameétres Ly, aux constantes prés. En particulier, Dy suit une loi limite béta de parametre
(1,d) alors que Dy, pour k > 1 suit une loi limite géométrique (cas des polyndmes) ou quasi-
géométrique (cas des entiers). L’espérance de Dy est linéaire en la taille alors que les espérances
des Dj, sont asymptotiquement constantes.

2.5.2 Algorithme de Knuth-Schonhage

L’analyse dynamique est bien adaptée pour I’étude probabiliste des algorithmes du PGCD
basés uniquement sur des divisions (division euclidienne, paire, impaire, par exces, par défaut,
binaire, etc.). Comme la taille cumulée des restes successifs est d’ordre quadratique, ces algo-
rithmes sont tous au moins quadratiques. Afin d’accélérer les divisions, Lehmer a eu l'idée de
n’utiliser que les bits dominants des entiers afin de déterminer rapidement les quotients [93].
En utilisant récursivement cette idée, Knuth [84] puis Schonhage [119] en 1971 ont créé un
algorithme de type diviser pour régner qui utilise les multiplications rapides pour obtenir des
algorithmes sous-quadratiques.

L’algorithme de Knuth-Schénhage s’appuie sur une fonction récursive, appelée Half-GCD(u, v),
qui pour des entiers (u,v) de n bits calcule des restes intermédiaires (u”,v”) dans I'exécution

39



Chapitre 2. Analyses des algorithmes de calcul du PGCD

de Talgorithme d’Euclide et ayant environ n/2 bits. Half-GCD calcule aussi une matrice M
permettant de passer de (u,v) a (u”,v”). Pour cela, la fonction ne conserve que la moitié des
bits de (u,v) et obtient un premier couple d’entiers (u1,v1) ayant n/2 bits. Un premier appel
récursif avec (up,v;) calcule une premiére matrice M;. Le critéere de Jebelean dit alors que la
matrice M7, appliquée aux grands entiers (u,v), conduit & un couple d’entiers (u',v’) qui sont
des restes intermédiaires de taille environ 3n/4 bits. C’est a ce stade que des multiplications
rapides sont utilisées. La méthode est appliquée une deuxiéme fois avec (u’,v"). Tout d’abord,
les n/2 premiers bits de (u’,v’) sont conservés et définissent un couple d’entiers (uz, v2). La fonc-
tion Half-GCD appliquée & (ug,v2) retourne une matrice Ms et le critére de Jebelean s’applique
encore. En multipliant My (avec des multiplications rapides) et (u/,v’), nous obtenons le couple
(u”,v") de restes intermédiaires ayant environ n/2 bits.

M =Half-GCD(u, v)

M =~ ]\/[1 : M2
ﬂ
(u,v) > (u1,v1) > (ug,v2)
n bits ~ ?jT” bits ~ % bits
(Ul, 'Ul) (UQ, UZ)
~ % bits ~ % bits
M1 :Half—GCD(ul,vl) M2 :Half-GCD(UQ,'UQ)

Dans l'article court [10] et sa version longue [2], nous avons analysé en moyenne la complexité
binaire de l'algorithme de Knuth-Schénhage. Nous montrons que la complexité moyenne sur des
entiers de taille n est d’ordre O(u(n)logn) avec u(n) la complexité binaire de la multiplication
utilisée sur des entiers de taille n. Ce résultat est valable méme pour des multiplications quasi-
linéaires de type FFT.

Les analyses s’appuient sur une régularité forte des données a une fraction de I’exécution
comme cela a été expliqué & la section 2.5.1] Précisément, chaque appel récursif est vu comme
une partie de ’exécution de l'algorithme d’Fuclide classique : les quotients sont les mémes
mais les entiers utilisés sont plus petits (car chaque appel récursif ne conserve que les bits
dominants). Il est donc possible de lier la complexité d’un appel récursif a la complexité d’une
partie de l'algorithme d’Euclide. Nous avons décrit tres précisément 1’évolution de la distribution
des données au cours de 'algorithme d’Euclide. Le résultat obtenu est plus précis que celui de
la section [2.5.1] car les fractions dépendent de la taille des entrées. Nous avons mis en évidence
une tres forte régularité des appels récursifs ce qui a conduit pour la premieére fois a une analyse
précise d’un algorithme de type diviser pour régner.

2.6 Conclusion et perspectives de recherche

Dans ce chapitre, nous avons présenté les analyses de deux algorithmes du PGCD agissant
sur plusieurs entrées entiéres ou polynomiales. Nous avons réalisé une analyse en distribution
compléte du nombre d’itérations de l'algorithme de Knuth et nous nous sommes limités a une
analyse en moyenne de 'algorithme de Brun. Pour d = 1, les algorithmes de Knuth et de Brun
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correspondent a 'algorithme d’Euclide et tous les résultats trouvés s’appliquent. Ces travaux
constituent les premieres analyses probabilistes d’algorithmes du PGCD en dimensions supé-
rieures et s’appuient sur les connaissances acquises (et I’expérience) en petites dimensions.

Notre objectif est de réaliser une étude systématique et précise des algorithmes du PGCD.
Les travaux sur les algorithmes de Knuth et Brun peuvent étre étendus selon plusieurs axes :
I’étude d’autres algorithmes, I’'étude d’autres parametres et adapter ’analyse dynamique en
distribution aux algorithmes en dimensions supérieures.

D’autres stratégies que celles utilisées par les algorithmes de Knuth et de Brun ont été
congues, en particulier dans le cadre des approximations diophantiennes simultanées. On peut
citer par exemple les algorithmes de Jacobi-Perron ou de Selmer-Euclide dont les systémes
dynamiques ont été étudiés. Il serait intéressant dans un premier temps de réaliser des analyses
en moyenne de ces algorithmes afin de continuer les comparaisons. Une des difficultés dans ce
travail sera de savoir si les résultats sur les systemes dynamiques sous-jacents sont suffisants
pour réaliser une analyse en moyenne ou bien s’il faudra adapter les approches existantes.

A plus long terme, il serait intéressant de réaliser des analyses en distribution de ces al-
gorithmes. Si nous adoptons la méme approche que pour deux entrées, cela suppose d’étendre
les travaux de Baladi-Vallée [29] en obtenant des bornes & la Dolgopyat sur les opérateurs de
transfert. Ce type de résultats présente un double intérét a la fois pour 'analyse d’algorithmes
mais aussi pour la théorie des systemes dynamiques.

Un autre axe de travail est I’étude d’autres parametres. L’analyse en moyenne de la com-
plexité binaire des algorithmes de Brun et de Knuth est probablement accessible tres facilement
compte tenu des travaux réalisés jusqu’a maintenant. L’algorithme de Knuth est finalement as-
sez efficace pour calculer le PGCD mais il n’a pas été congu pour calculer des coefficients de
Bezout de petites tailles. A D'inverse, les algorithmes issus des approximations diophantiennes
simultanées sont probablement plus intéressants pour calculer des petits coefficients de Bezout
mais l'analyse de ’algorithme de Brun semblent montrer qu’ils sont moins efficaces pour le calcul
de PGCD. Ces remarques se basent sur des expériences ou des intuitions mais aucune analyse
probabiliste ne vient les confirmer (ou les infirmer!). Un axe de travail serait d’analyser des
parametres tels que la taille des coefficients de Bezout ou la qualité d’approximation simultanée
afin d’avoir un autre point de vue sur ces algorithmes.
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Chapitre 3

Réseaux euclidiens et modélisations
de I’algorithme LLL

Un réseau euclidien est un ensemble de points régulierement répartis dans 1’espace. Les
algorithmes de réduction de réseaux visent a trouver une représentation matricielle des réseaux
avec des vecteurs assez courts en norme a partir d’une représentation matricielle quelconque.

Ce chapitre résume des travaux commencés pendant la thése de Mariya Georgieva [64] que
nous continuons d’affiner aujourd’hui. J’ai co-encadré la thése de Mariya avec Julien Clément
et Brigitte Vallée. Actuellement, nous co-encadrons avec Julien la theése de Dimitri Darthenay
dont le début portait sur une généralisation des résultats de Mariya a la dimension supérieure.
Un article est en cours de rédaction sur les travaux de ce chapitre.

Les algorithmes du PGCD peuvent étre vus comme des algorithmes de réduction de réseaux
agissant sur plusieurs vecteurs entiers de dimension 1 (autrement dit des entiers). Les divisions
euclidiennes correspondent a des translations qui visent a réduire la norme des vecteurs. Les
algorithmes de réduction de réseaux agissent sur des vecteurs de dimensions supérieures et
utilisent aussi des translations pour obtenir des vecteurs courts. Ce chapitre s’inscrit ainsi dans
la continuité des travaux sur les algorithmes du PGCD mais avec un degré de généralisation
supplémentaire.

L’objectif a long terme serait de réaliser une analyse en moyenne systématique des algo-
rithmes de réduction de réseaux. Nous nous intéressons ici uniquement a ’algorithme LLL [95],
introduit en 1982 par A.K. Lenstra, H.-W. Lenstra et L. Lovész, dans le cadre de la factorisation
de polynémes a coefficients rationnels. C’est le premier algorithme de réduction de réseaux de
complexité polynomiale et il s’applique maintenant & de nombreux domaines comme la program-
mation entiere, la cryptographie, 'arithmétique ou encore la théorie de la complexité (voir le
livre [104] dédié & LLL et les références a l'intérieur). Malheureusement, la dynamique de ’al-
gorithme LLL est trop complexe et les techniques d’analyses d’algorithmes ne s’appliquent plus
lorsque la dimension du réseau est plus grande que 3. Nous adoptons dans ce chapitre une ap-
proche légérement différente de celle utilisée pour les algorithmes du PGCD. Nous commencgons
par modéliser ’algorithme en simplifiant ses exécutions. Nous espérons ainsi que les modeles
simplifiés conservent certaines propriétés de l’algorithme initial et nous analysons les modeles
simplifiés.

Plan. La section 3.1l introduit les notions élémentaires autour des réseaux euclidiens comme
la base, le potentiel ou encore le principe de réduction d’'un réseau. L’algorithme LLL y est
décrit ainsi que les analyses probabilistes connues. La section est dédiée a la présentation des
modeles d’exécution de LLL mais aussi a un modele aléatoire de réseaux euclidiens suffisamment
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général pour capturer de nombreuses applications. Nous terminons avec les résultats obtenus
autour de chaque modele d’exécution (section (3.3).

3.1 Réseaux euclidiens et algorithme LLL

3.1.1 Réseaux euclidiens, bases et réduction

Un réseau euclidien £ de R™ est un sous-groupe discret additif de R™. Il existe une famille
libre b = (b1, ..., b4q) de vecteurs de R™ telle que tout vecteur de £ s’écrit comme une combinaison
linéaire entiere des vecteurs de b, soit

L:=Lb)=Z by +Z by+--+7Z by

Un tel systeme de vecteurs est appelé base du réseau. Un réseau admet une infinité de bases et
elles ont toutes le méme cardinal d, appelé dimension du réseau.

Toutes les bases n’ont pas les mémes propriétés euclidiennes. Les bases avec des vecteurs
assez courts et assez orthogonauzr sont bien adaptées pour avoir une algorithmique efficace sur
les réseaux. La réduction d’un réseau £ consiste a calculer une base b’ avec des vecteurs assez
courts et assez orthogonauz & partir d'une base b quelconque de L. La base b’ est appelée
base réduite de L. En petites dimensions [122, 130], il existe une définition « naturelle » de
base réduite qu’il est possible de construire efficacement. En dimensions supérieures, les notions
de bases réduites sont multiples (bases HKZ-réduites [86, 23, 90], BKZ-réduites [118],...) et
correspondent & des propriétés euclidiennes différentes.

Réduire fortement un réseau est une tache difficile. Le probleme SVP (Shortest Vector
Problem) qui consiste a calculer un vecteur non-nul le plus court du réseau est un probléme
conjecturé NP-difficile mais démontré NP-difficile avec des réductions randomisées [22]. Autre-
ment dit, calculer une base qui contient un des vecteurs les plus courts est déja un probleme
difficile.

Dans ce chapitre, nous étudions ’algorithme LLL qui produit des bases dites LLL-réduites.
Une base LLL-réduite résout le probleme SVP mais a un facteur d’approximation exponentiel
pres. Nous introduisons maintenant ’orthogonalisation de Gram-Schmidt sur laquelle s’appuie
LLL.

3.1.2 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Etant donnée une base b du réseau L£(b), l'algorithme LLL commence par calculer la base
orthogonale de Gram-Schmidt b* = (b7,...,05) de b et la matrice de passage M telle que
b = MDb*. Par définition, les vecteurs de b sont orthogonaux et pour ¢ = 1..d, ’espace vectoriel
engendré par (bi, ..., b;) est identique a celui engendré par les vecteurs orthogonaux (b7, ..., bJ).
La matrice M = (m; ;)i j=1.4 est donnée par

. (bi - b%) .
mi; =1, myj = 0 for j > 1, mij = —JI° fori> J

2
16311

avec (u-v) le produit scalaire entre les vecteurs u et v. C’est une matrice triangulaire inférieure
avec des 1 sur la diagonale (voir figure . Néanmoins, la base b* n’est en général pas une base
du réseau L(b).

Les coefficients de la matrice ont un role essentiel dans I’algorithme LLL. Afin de contrdler
leur taille, il est possible de travailler avec des valeurs bornées. Nous dirons que le coeflicient
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N 5 b R

by 1 0o .. 0 0 0O 0 0

bg m271 1 . 0 0 0 O O

M — bifl mi—11 Mi—12 ... 1 0 0 0 0
T bi mi,1 mi2 N mii—1 1 0 0 0
bit1 | Mit1,1 Mig12 o0 Migp1i—1 Myt 1 0 0

ba mq,1 mg2 ...  Mdi—1 Mda;  Mdi+1r --- 1

FiGURE 3.1 — Matrice de passage M pour 'orthogonalisation de Gram-Schmidt.

m; ; est propre si |m; ;| < % Le vecteur b; est propre si tous les coefficients (m; ;)j=1.,—1 le sont.
Finalement, la base b et la matrice M seront dites propres si tous les vecteurs (by,...,bq) le
sont. Il est possible de proprifier (rendre propre) un coefficient, une ligne ou la matrice M avec
uniquement des translations. Par exemple, ’opération

bi — bl — Lmiﬂbj

avec || le plus proche entier de z, transforme le coefficient m; ; en sa partie fractionnaire centrée
{{mi;}} = mi; — |mi;] qui est par définition dans Dintervalle [—3, ). 11 suffit d’itérer cette
opération pour proprifier une ligne ou la matrice complete. Un point important qui servira dans
nos modélisations est que les translations ne modifient pas la base orthogonale b* ni la norme
des orthogonalisés (|[b3]],...,|bj]])-

Pour une base b du réseau L(b), le déterminant de £(b) est défini par

d
det £(b) = H |62
=1

Le déterminant est un invariant du réseau c’est-a-dire qu’il ne dépend pas de la base b. Nous
utilisons le déterminant pour définir correctement le potentiel des modeles d’exécutions de LLL.

3.1.3 Principes de I’algorithme LLL

L’algorithme LLL dépend d’un parametre 7 < 1 et construit une base dite 7-LLL-réduite du
réseau. Une base b est 7-LLL-réduite si elle est propre et si les conditions de Lovész C. (i) pour
i = 1..d — 1 sont satisfaites. La condition de Lovasz C, (i) est définie par

. . 1674117
C-(1) x; + m?_H’i > 72 ou T = H;hl (3.1)
i

Cette condition assure qu’a la sortie de l'algorithme, les rapports x; ne sont pas trop petits.
L’algorithme LLL ne fait que deux types d’opérations : des translations pour rendre propre la
base et des échanges entre deux vecteurs consécutifs.

(1) Les translations : la translation b; — [m; j|b; rend propre le coefficient m; ; de la matrice
de Gram-Schmidt. Ces translations assurent que la base sera propre & la fin du processus et
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permettent de controler la taille de la matrice de Gram-Schmidt pendant I’exécution. Les trans-
lations réduisent aussi la norme des vecteurs afin d’obtenir des vecteurs assez courts. En revanche,
elles ne modifient pas la base orthogonale b* ni la norme des orthogonalisés (||b7]|,. .., ||b5l])-

(73) Les échanges : si la condition de Lovéasz C (i) n’est pas vérifiée entre les vecteurs (propres)
b; et b;y1, alors lalgorithme échange b; et b;11. Comme 'orthogonalisation de Gram-Schmidt
dépend de l'ordre des vecteurs, I’échange modifie la base orthogonale b* et la norme des ortho-
gonalisés (||b7]|,...,||b3||) mais il ne modifie pas les vecteurs de b (a 'ordre pres). Nous notons
b et b* les bases obtenues apres ’échange. Des calculs techniques mais simples montrent que les
normes des orthogonalisés et les rapports &; vérifient

. . 1 . 1
IBF[1 = pl®FI1% IDial® = =[Ibiall® irrs = —miga, (3:2)
Fio1 = pris1, & =mio1/pt, Tl = pTig (3.3)
avec p=x;+ mzzﬂyi <7<l (3.4)

Les équations (3.2)), (3.3)) et (3.4) sont fondamentales pour montrer que I’algorithme se termine
ainsi que pour sa modélisation. Le facteur p est appelé facteur de décroissance de I'algorithme.
Si 'on considere le potentiel

d—1
Q(b) := [T IIb; |7,
i=1

alors les translations ne modifient pas ce potentiel (car elles ne modifient pas la base orthogonale).
En revanche, chaque échange fait décroitre le potentiel d’un facteur p < 72 < 1. La décroissance
stricte du potentiel assure la terminaison de l'algorithme (avec des réseaux a coefficients entiers
ou rationnels) et le nombre d’échanges K (b) de l'algorithme sur le réseau £(b) est borné par

Ko(b) < —

= 3t 9P

dés que b est a coefficients entiers et 7 < 1. Notons que In Q(b) est quadratique en la dimension d.
SiT =1, il y a toujours une décroissance stricte mais les bornes connues sur le nombre d’itérations
sont exponentielles en la dimension d [25]. LLL est succinctement décrit par 1’algorithme

Algorithme 4 : Algorithme LLL avec 7 < 1.

Entrée: Une base b = (by,...,bq) d’un réseau L.
Sortie: Une base 7-LLL-reduite de L.
Calculer la base orthogonale de Gram-Schmidt b* et la matrice M ;
Proprifier la base b ;
tant que b n’est pas 7-LLL-réduite faire
Choisir ¢ tel que C, (i) n’est pas vérifiée;
Echanger b; et bit1;
Mettre a jour b* et M ;
Proprifier b;
fin tant que
retourner b

3.1.4 Analyses probabilistes connues de LLL

Il existe plusieurs analyses probabilistes de I'algorithme LLL qui sont plus ou moins précises
selon la dimension d. Pour d = 1, 'algorithme LLL est en fait ’algorithme d’Euclide centré qui
utilise la division centrée au lieu de la division euclidienne. Pour tout couple d’entiers (a, b) avec
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b # 0, la division centrée calcule un couple (¢,7) avec a =b-q+r et —b/2 <r < b/2. Le PGCD
de a et b reste égal au PGCD de b et 7.

L’analyse en moyenne du nombre d’itérations de I’algorithme centré a été réalisée par Rieger
[112] en 1978. En utilisant les techniques d’analyse dynamique, Vallée et Akhavi ont réalisé
l’analyse probabiliste des parametres additifs (voir chapitre [2f section et de la complexité
binaire [27, 136]. Le systéme dynamique de 'algorithme centré entre aussi dans le cadre des
travaux de Baladi-Vallée [29] qui ont montré que tous les cotits additifs & croissance modérée
(dont le nombre d’itérations fait partie) satisfont une loi limite gaussienne.

Pour d = 2 et 7 = 1, lalgorithme LLL est exactement ’algorithme de Gauss qui semble
avoir été décrit en premier par Lagrange. Lagarias [91] a donné la premiére borne polynomiale
sur le nombre d’itérations de ’algorithme de Gauss dans le pire des cas. Cette borne a ensuite
été améliorée par Vallée [131]. Dans [42], Daudet, Flajolet et Vallée ont réalisé une analyse en
moyenne du nombre d’itérations avec le modele aléatoire de la boule uniforme (2 vecteurs choisis
uniformément dans la boule unité). L’inconvénient avec ce modele est que les bases en entrée sont
presque réduites. Dans [135, 134, 137], les auteurs introduisent des distributions avec valuations
qui donnent plus de poids aux bases non-réduites. Avec ce modele plus réaliste, ils effectuent une
analyse en moyenne de plusieurs parametres dont les coiits additifs. Ils montrent par exemple
que le nombre d’itérations K admet une queue de distribution géométrique qui dépend de la
valuation.

Pour d > 3, Akhavi, Marckert et Rouault [24, 26] ont étudié les propriétés d’une base aléatoire
dans le modele sphérique (la distribution est invariante par rotation). Ils ont montré que si la
dimension d du réseau et la dimension n de 'espace ambiant vérifient n — d — o0, alors une
base aléatoire est déja presque réduite avec probabilité proche de 1. Si au contraire n — d reste
constant, alors la probabilité tend vers une constante différente de 1.

Dans [43], Daudé et Vallée ont donné une borne supérieure sur le nombre moyen d’itérations
de LLL avec 7 < 1 et avec le modele de la boule uniforme (qui est un cas particulier de
distribution sphérique). Pour un réseau de dimension maximale d = n, il est aussi connu que K
admet une queue de distribution géométrique

PIK > K] < (2v/nr /) 7%,

Les résultats pour d = 1,2 sont précis et assez complets avec des analyses en distribution.
Pour d > 3, les résultats sont moins précis avec uniquement des bornes pour le nombre moyen
d’itérations. De plus, le modele sphérique ou le modeéle de la boule uniforme ne correspondent pas
a des situations pratiques ou les réseaux sont mal réduits. Notre approche consiste a modéliser
I’algorithme LLL pour en obtenir une version simplifiée. Nous proposons aussi des modeles
aléatoires de réseaux, a valuations, qui sont capables de modéliser les réseaux difficiles a réduire.
Nous analysons dans ces modeles aléatoires, nos modeles simplifiés de LLL.

3.2 Modélisations de LLL et des réseaux

La dynamique de l'algorithme LLL est complexe et nous ne parvenons pas a en réaliser
une analyse probabiliste fine. Dans cette section, nous présentons des systémes dynamiques qui
modélisent des exécutions de ’algorithme LLL et que nous analysons a la section Ensuite,
nous présentons des modeles aléatoires de réseaux euclidiens suffisamment riches pour modéliser
des applications réelles.
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3.2.1 Modélisations de LLL

L’algorithme LLL effectue des translations et des échanges. Les translations sont réalisées
entre chaque échange afin de proprifier la base. Les échanges visent a améliorer la base orthogo-
nale et satisfaire les conditions de Lovasz. Ces dernieres ne dépendent que des coefficients sous
diagonaux m = (Mj41,i)i=1..4—1 de la matrice de Gram-Schmidt et de la norme des orthogonali-
sés a travers les rapport x = (z;);=1..4—1. L’idée principale des modeles est de décrire 1’évolution
de LLL uniquement & travers les deux vecteurs m et x.

Les régles de mise a jour de x et m aprés chaque échange sont décrites par les équations
et (3.3]) et dépendent du facteur de décroissance p = x; —i—m? +1,- Bien entendu, ce facteur évolue
avec I’exécution de ’algorithme. Des translations réalisées a certaines étapes peuvent influer sur
des échanges entre deux vecteurs de nombreuses étapes plus tard. Les modeles suppriment cette
dépendance en simplifiant les regles de mise a jour. Nous présentons 3 modeéles simplifiés.

Le modéle M1 des tas de sable. Le modele M (T, p) a été proposé par Madritsch et Vallée
[98]. Dans ce modele 7 et p sont des constantes positives avec 7 < 1 et p < 1. Les conditions de
Lovéasz sont remplacées par les conditions de Siegel (plus fortes), pour i = 1..d — 1,

S-(i) : T > T.

Si la condition de Siegel a l’indice ¢ n’est pas vérifiée, alors le vecteur x est remis a jour et le
nouveau vecteur x vérifie

y 1 y
Li—1 = P Ti-1, Ti = pj T, Lit+l = P Tit1-
L’algorithme s’arréte dés que toutes les conditions de Siegel sont vérifiées.
A une transformation pres, ce systeme dynamique est bien connu. Posons y; = log, z;. Alors,
les conditions de Siegel s’écrivent
S-(i) : Yy <1

puisque 7 < 1, et la regle de mise a jour devient
Yi-1 = Yi-1 t Ui = yi — 2aq, Uit1 = Yit1 +

avec o = log_ p > 0. Si l'on voit les y; comme des tas de sable, cela revient a chaque étape a
prendre une quantité de sable sur un tas qui en a trop, et a en verser une moité sur les deux tas
a coté. Lorsque le sable tombe du bord, il est définitivement perdu. Les systemes dynamiques de
type tas de sable ou chip firing game (CFG) ont beaucoup de propriétés connues. En particulier,
le nombre d’itérations et la configuration de sortie ne dépendent pas de la maniere dont les
tas sont choisis a chaque itération (appelée la stratégie). Ce modele est treés simple mais il a
permis d’expliquer certains phénomenes qualitatifs de LLL. De plus, il a aussi été utilisé pour
l'analyse d’un autre algorithme de réduction de réseau appelé BKZ [73]. La figure montre
une exécution d’'un CFG avec a = 1 et a valeurs entieres.

TR EeE S

FI1GURE 3.2 — Exemple d’exécution d’'un CFG a valeurs entieres avec o = 1. A chaque étape, un
carré foncé (rouge) est disposé & gauche et a droite. Sur les bords, un des carrés est perdu.
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Le modéle M2. Le modele My (7, 1) a été introduit dans la theése de Mariya Georgieva [64]
et dépend de deux parametres 7 € [0,1] et p € [0, ﬂ Dans ce modeéle, le facteur de décroissance
p n’est plus supposé constant. Il dépend des valeurs de z; et m? 11, mais l'objectif principal
de lalgorithme est de contrdler les x;. Le modele My (7, ;) donne un réle prédominant aux x;
et un roéle secondaire aux mf 10 Ces derniers sont supposés constants pendant ’exécution de
I’algorithme, de valeur u. Dans ce contexte, les conditions de Lovasz s’écrivent pour ¢ = 1..d — 1,

Crp(i) : T+ [>T

Les regles de mise a jour sont aussi modifiées et deviennent

Zi

CEE Tip1 = Tip1(x; + p).
(A

T = w1 (2 + p), T =
L’algorithme s’arréte dés que toutes les conditions de Lovész C; (i) sont vérifiées. Ces régles
définissent un systéme dynamique sur I’ensemble Ig_l avec I, = [0,1/(4p)]. Le systeme s’arréte
dés que x appartient au trou [r — u, 1/(4p)]%"!. Lorsque 7 = 1, I'analyse de 'algorithme LLL
est incomplete. C’est aussi un cas particulier pour le systeme dynamique puisqu’il a un point
fixe sur la bordure du trouen x = (1 —p,...,1—p). La figure donne un exemple d’exécution
du modele Ms(1, ) avec p = 0.1, la stratégie gloutonne (voir un peu plus loin) et d = 3. Le
systéme dynamique est de dimension d — 1 = 2.

TROU

15 8

1| Point fixe 4

05} T J

FIGURE 3.3 — Exemple d’exécution du systéme dynamique My (1, u) avec p = 0.1, la stratégie
gloutonne et d = 3. La zone T} est le domaine ou la transformation s’applique en i = 1. De
méme pour T5. Le point fixe en (1 — p, 1 — p) est entouré. Le trou correspond au carré (rouge)
en haut a droite.

Le modéle M3. Le modele Ms(T, f) a également été introduit dans la these de Mariya
Georgieva. Il dépend du parametre 7 € [0, 1] et d’une densité f sur U'intervalle [0,1/4]. Dans ce
modele, les coefficients sous diagonaux u; = m? +1,; ne sont plus supposés constants. A chaque
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étape, ils sont tirés aléatoirement selon la densité de probabilité f. Dans ce contexte, les condi-
tions de Lovasz s’écrivent pour ¢ = 1..d — 1,

57(1) : i+ p; > T
Les regles de mise a jour sont celles de ’algorithme LLL,
. . T .
Tio1 = zi—1(Ti + i), 5= Tiy1 = zip1 (@i + )

auxquelles nous rajoutons la mise & jour de p; qui consiste a tirer une nouvelle valeur de p;
selon la densité f. Ces regles définissent un systéme dynamique probabiliste sur ’ensemble
[0, +00[%"1x[0,1/4]4 L. Le systeme s’arréte deés que (21, ..., g1, i1, . -, fhd—1) Vérifie toutes les
conditions de Lovasz Cy (i) pour i = 1..d — 1.

Stratégies. Lorsqu’une base n’est pas 7-LLL-réduite, il existe plusieurs stratégies pour choi-
sir I'indice 7 tel que la condition de Lovéasz C, (i) n’est pas vérifiée. La stratégie classique de LLL
consiste a choisir le plus petit entier ¢. La stratégie gloutonne choisit I'indice 7 tel que le facteur
de décroissance est le plus favorable, c’est-a-dire i = argmin{x; + m? 1145 @ =1.d—1}. Dans la
suite, nous supposons toujours que la stratégie gloutonne est utilisée.

3.2.2 Modéle aléatoire de réseaux euclidiens

Le modele présenté dans ce chapitre, issu des travaux de these de Maryia Georgieva, s’inspire
des distributions & valuations utilisées par les auteurs de [42] pour I'analyse en moyenne de
I’algorithme de Gauss. Mariya a aussi exhibé de nombreuses applications que le modele est
capable de capturer. Ces applications liées a la cryptographie sont par exemple la factorisation de
Schnorr, les réseaux de la méthode de Coppersmith pour attaquer le protocole RSA, les réseaux
de Ajtai pour les réductions pire cas/cas moyen, etc. Nous nous concentrons ici seulement sur
le modéle et nous renvoyons a [64] pour les applications.

La difficulté de réduire un réseau L£(b) « ne dépend pas vraiment » de la longueur des or-
thogonalisés (||b7]l,...,||b}||) puisque I'algorithme LLL effectuera les mémes opérations avec le
réseau L(Ab) pour un réel non nul A. La difficulté dépend surtout des rapports des orthogonali-
sés (z1,...,Tq_1) avec z; = ||bX1||?/||bf||* pour i = 1..d — 1. Plus les x; sont proches de 0, plus
la base est mal réduite.

Le modele dépend d’un vecteur de valuations r = (ry,...,74_1) dont la composante r; permet
de contrdler la valeur moyenne de x;.

Définition 1 (Modele M, ,4) Considérons un vecteur de valuations r = (r1,...,74), un réel

a >0 et d € N*. Soit fo la densité sur Uhypercube H, := [0,a]®"" proportionnelle a y*—' :=

Hf;ll yiri_l. Le modéle génére un réseau aléatoire L(b) dont les z; vérifient z; < a® et dont la

1/

densité de y; = x;
R? :

1. Générery selon la densité f, sur Hg,,

2. Générer uniformément dans [—%, 1] les coefficients (m; ;)1<j<i<d.

3. Calculer les vecteurs b = (by,...,bg) tels que pour i = 1..d

2 . . .
est fr. La procédure est la suivante avec (eq,...,eq) la base canonique de

(]
bi =) tijej, tip =1, tii = Yi—1ti—1,i—1,
j=1
et pour j =1..1—1, tij = myjtj ;.
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3.8. Principaux résultats

La construction est faite de maniére a ce que les coefficients de la partie triangulaire inférieure
de la matrice M de Gram-Schmidt soient les m; ;. Les vecteurs orthogonaux vérifient by = ¢; ;e;

et satisfont ||b%, ||/|1b¢]| = yi = «/°.

3.3 Principaux résultats

La section a introduit les modeles M (p), Ma(7, 1) et Ms(7, f) d’exécutions de ’algo-
rithme LLL ainsi que le modele probabiliste a valuations M, , 4 de réseaux euclidiens. Nous
décrivons dans cette section les premiers résultats d’analyses des modeles d’exécutions lorsque
la distribution des entrées est donnée par My 4 4.

3.3.1 Probabilité et potentiel de la base

Le premier résultat apporte des précisions sur le modele M, , 4 et dépend du potentiel P(x)
défini par

P(x) := dl:[l xz(d_i)ﬂ = Q(b)"!(det b)d_l. (3.5)
i=1

Comme le déterminant est un invariant du réseau, P(x) est bien un potentiel mais celui-ci croit
d’un facteur 1/p apres chaque échange avec p donné par 1'équation (3.4)).

Théoréme 8 Considérons le modéle My q 4 et posons D = d(d*> —1)/6. Soit s le vecteur dont
les composantes s; vérifient s; = r;/(i(d — i)). Nous notons m(s) la plus petite composante
de s. Considérons maintenant l'ensemble B des indices i tels que i := argmin{s;} et posons
b = card B. Alors la distribution du potentiel P(x) vérifie, pour tout C' € [0, 1],

P|P(x) < Ca®| =0 (C"® MmOy, o,

ou les constantes dans le © ne dépendent que de s. Lorsque les composantes de s sont toutes
distinctes, le vecteur r est dit irréductible. Si r est irréductible, il existe une expression exacte,
faisant intervenir le polynome unitaire S(x) dont les racines sont les composantes s;, et donnée
par
< CaP S(0 5o
P |P(x) < Ca”| ( );si&(si)‘

Ce résultat est fondamental pour étudier le nombre K d’itérations des modeles puisque nous
relions les événements [K > k| & des événements de la forme [P(x) < A(r,, u)u*™6] avec
A(r, T, ) une constante qui ne dépend que du triplet (r, 7, ).

3.3.2 Nombre d’itérations du modele M,

Nous avons étudié la distribution du nombre d’itérations du modele Ma(7, 1) pour p > 0 et
7 < 1. Nous avons échoué a étudier le cas limite 7 = 1 sauf en dimensions d = 2 et d = 3. Les
résultats sont résumés par la proposition suivante.

Proposition 4 Considérons le modéle My 4 q dont le vecteur s associé est irréductible. Pour
tout p > 0 et tout T < 1, le nombre d’itérations de [’algorithme Msy(T, 1) est asymptotiquement
géométrique, et vérifie

PIK >kl =06 (ukm(s)> ) m(s) = Inln
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Les constantes cachées dans le © dépendent de p et T et sont uniformes pour p € [po, 1/2] et
7 € [0,70] avec po >0 et 79 < 1.
Les mémes résultats s’appliquent pour d = 2,3 et 7 = 1.

La loi géométrique est connue pour l'algorithme LLL lorsque d = 2 et 7 = 1. En effet, il
s’agit de l'algorithme de Gauss dont ’analyse du nombre d’itérations peut étre trouvée dans
[42]. La proposition 4| confirme 'intuition que ce résultat s’étend a toutes les dimensions.

Nous n’avons pas traité le cas 7 = 1 en grandes dimensions car nous ne sommes pas parvenus
a analyser la fin de 'algorithme lorsque toutes les entrées sont presque réduites. Lorsque 7 = 1,
la fin de ’algorithme est ralentie par le point fixe du systéme dynamique. Il reste a comprendre
comment 'algorithme contourne le point fixe pour terminer dans le trou.

3.3.3 Nombre d’itérations du modéle M;

Le systéeme dynamique M;(7, f) est un systéme probabiliste. Il y a donc deux distributions
de probabilité qui co-existent : celle définie par le modele des entrées M, , 4 et celle induite par
les trajectoires probabilistes du systeme. Nous ne sommes pas parvenus a obtenir un résultat
similaire & la proposition [4] Nous avons toutefois obtenu le résultat suivant qui ne prend pas en
compte le modele des entrées.

Proposition 5 Soit 7 < 1. Supposons que f est une densité sur [po,1/4] avec po > 0. Si p est
une variable aléatoire de densité f, nous posons a = E[log uu] et 0% = V(log u) l’espérance et la
variance de log . Soit € > 0. Si d — oo et P(x) — 0 tels que d®> = o (log P(x)), alors
«
Pl|K-———1|>¢€¢| — 0.
H log P(x) ‘ 6]

Dans le modele Ms, la preuve de la proposition 4] utilise un résultat intermédiaire similaire & la
proposition [5| Ce résultat indique que le nombre d’itérations K (x) est équivalent a log,, P(x)
lorsque P(x) — 0. La proposition [5| remplace juste la constante log 1 du modele Ms(7, 1) par la
valeur moyenne de In u avec p la variable aléatoire de densité f.

Si 7T = 1, une difficulté supplémentaire apparait que nous ne retrouvons pas dans 'algorithme
LLL.

Proposition 6 Dans le modéle M3(1, f), si f est une densité continue sur [pg, 1/4] avec po > 0,
alors il existe des trajectoires infinies quelle que soit la dimension.

Afin d’aller plus loin dans le modele M3, nous devons obtenir des résultats plus précis que la
proposition [o| et nous devons borner la probabilité d’avoir des trajectoires trés longues.

3.4 Conclusion

L’algorithme LLL a une dynamique trop complexe pour étre étudiée directement. Dans ce
chapitre, nous avons introduit des modeles simplifiés de 'exécution de LLL. Ces modélisations
se concentrent sur les éléments essentiels de ’algorithme : les coefficients sous-diagonaux de la
matrice de Gram-Schmidt et la norme des orthogonalisés. Nous avons commencé les analyses des
modeles My et Mj3. Beaucoup de travail reste a faire sur le modele M3 ou peu de résultats ont
été obtenus. En revanche, nous avons obtenu des lois géométriques pour le nombre d’itérations
dans le modele Ms. Ce résultat est conforme a ce qui a été démontré en petite dimension avec
I’algorithme de Gauss.
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3.4. Conclusion

Le modele My n’a pas été analysé pour 7 = 1 en dimension d > 4. Les techniques employées
pour d = 3 ne semblent pas se généraliser a cause d’une combinatoire trop grande des trajectoires
autour du point fixe. Quasiment tout reste a faire sur le modele Mg qui se veut assez proche de
LLL. Pour aller plus loin, il serait aussi intéressant d’étudier d’autres algorithmes de réduction
de réseaux avec le point de vue des tas de sable.
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Chapitre 4

Sources, taux d’entropie
renormalisés et mots

Ce chapitre décrit les principaux résultats des articles suivants :

— [3] Computation and estimation of generalized entropy rates for denumerable
Markov chains.
G. CIUPERCA, V. GIRARDIN, L. LHOTE.
IEEE Transactions on Information Theory, 57(7) :4026-4034, 2011.

— [5] Rescaling entropy and divergence rates.
V. GIRARDIN, L. LHOTE.
IEEE Transactions on Information Theory, 61(11) :5868-5882, 2015.

— ][9] Toward the asymptotic count of bi-modular hidden patterns under proba-
bilistic dynamical sources : a case study.
L. LuoTE, M. LLADSER
Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science Proceedings, AQ : 425-452
2012

Ce chapitre a pour objet d’étude principal les sources. Une source est un procédé probabiliste
qui émet des symboles selon un temps discret sur un alphabet possiblement infini. La suite de
symboles forme des mots dont les propriétés sont analysées.

Les sources sont des objets transverses aux travaux présentés dans ce mémoire. Au chapitre
nous avons vu la transformation de Gauss aussi appelée source des fractions continues. Intuiti-
vement, les symboles émis & chaque itération sont les quotients qui apparaissent dans ’exécution
de l'algorithme d’Euclide. La transformation de Gauss est un cas particulier de source dyna-
mique. Les sources dynamiques sont décrites au chapitre [I| section [1.3.3] et sont utilisées au
chapitre [3| pour faire de la combinatoire des mots. Au chapitre [5, nous étudions les propriétés
probabilistes d’hypergraphes aléatoires générés a partir de sources de Bernoulli. Dans tous ces
travaux, la source sert d’aléa pour construire des objets qui sont ensuite analysés.

Notre point de vue dans ce chapitre est 1égérement différent. Nous étudions les mots produits
par une source ainsi qu’une grandeur caractéristique appelée tauz d’entropie. Dans [3], nous
nous sommes intéressés au calcul et a I’estimation de taux d’entropie pour une classe d’entropies
généralisées aussi appelées (h, ¢)-entropies. Nous avons obtenu des formules explicites dés que
la source vérifie une propriété dite de quasi-puissance. Sous certaines hypothéses simples, toutes
les sources classiques (sources sans mémoire, chaine de Markov) vérifient cette propriété. Nous
avons obtenu un résultat assez étonnant : lorsque les taux d’entropie ne sont pas nuls ou infinis,
ils sont égaux a une constante pres a ceux de Shannon ou Rényi. Autrement dit, exceptés les taux
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d’entropie de Shannon et Rényi, les autres taux d’entropie ont peu d’intérét (sous I’hypotheése
de quasi-puissance).

Dans [5], nous avons souhaité corriger ce probléme en donnant un sens aux (h,y)-taux
d’entropie. Nous nous sommes apercus que le probleme venait de la définition classique des
taux d’entropie qui font intervenir une renormalisation en 1/n. Cette renormalisation est bien
adaptée pour les entropies de Shannon ou Rényi mais pas pour les autres. Nous avons alors
étendu les travaux précédents dans deux directions : tout d’abord, nous avons élargi la notion de
renormalisation. Ensuite, nous avons étudié les taux d’entropie relative ou taux de divergence.
Les divergences mesurent la distance entre deux sources et ’entropie est un cas particulier de
divergence ou 'une des sources est la distribution uniforme.

En collaboration avec Manuel Lladser [9], nous nous sommes intéressés aux mots produits par
une source. Nous avons étudié le nombre d’occurrences d’un motif caché dans un texte produit
par une source dynamique. Ce parametre est important pour les algorithmes de recherche de
motifs et ’étude de la distribution des motifs trouve de nombreuses applications en biologie, en
extraction de connaissances dans les textes, etc. Les motifs cachés ont déja été analysés par les
auteurs de [61] mais uniquement avec des sources sans mémoire. Nous avons considéré le cas des
sources dynamiques mais nous nous sommes limités a des motifs extrémement simples composés
de deux lettres.

Plan. Ce chapitre est décomposé en deux sections. La premiere aborde les travaux sur le
calcul des taux d’entropie généralisés (section. La sectionMprésente les notions classiques
de taux d’entropie ou de taux d’entropie relative avant d’introduire les taux d’entropie relative
renormalisés qui sont au cceur de nos travaux. La section décrit les hypotheses (quasi-
puissance, quasi-poly-log) que nous faisons sur les sources et les fonctions qui définissent les
entropies relatives. Nous énongons notre principal résultat a la section [4.1.3]avant de appliquer
a quelques exemples a la section Finalement, nous présentons briévement les travaux sur
les motifs cachés a la seconde section [4.2l Nous avons choisi de moins détailler ces travaux car
ils constituent un début de collaboration et sont en un certain sens moins aboutis.

4.1 Calcul explicite de taux d’entropie généralisés et renorma-
lisés

Les travaux de cette section sont le fruit d’une collaboration commencée en 2007 avec Valérie

Girardin. Depuis cette date, un groupe de travail portant sur les entropies et les mots réunit

régulierement des mathématiciens et des informaticiens de Caen ou Paris. Les échanges au cours
de ce groupe de travail ont notamment conduit aux deux publications [3, 5].

4.1.1 Contexte

Dans cette section, A est un ensemble fini ou dénombrable appelé alphabet. Nous considérons
deux sources, notées S et S’, sur 'alphabet A. L’ensemble A* = @,,~,.A" désigne I'ensemble
des mots finis construits sur I'alphabet A. Les probabilités py et pl, désignent respectivement
les probabilités que les sources S et S’ émettent un mot commencant par w € A*.

4.1.1.1 Notions de taux d’entropie

Dans [123], Shannon a adapté au contexte de la théorie de I'information la notion d’entropie
qui avait été introduite par Boltzman au 19éme siecle. L’entropie mesure ’aléa ou 'incertitude
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4.1. Calcul explicite de taux d’entropie généralisés et renormalisés

h(z) o(x) (h, ) — entropies

z —zlogz Shannon (1948)

(1—s)1 log z x* Renyi (1961)

[t(t —r)] ' log 2 z7/t Varma (1966)

z (1 —2")"1(x —2") | Havrda and Charvat (1967)
(t— 1)*1(,2 —1) zt/t Arimoto (1971)

(t — 1) /6= 1] | g° Sharma and Mittal 1 (1975)
(r—1)"texp(r — 1)z — 1] | —zlogx Sharma and Mittal 2 (1975)
z —z" logx Taneja (1975)

z (t—7r)"Ha" —zt) Sharma and Taneja (1975)
(r—1)"1(1 - 2) o Tsallis (1988)

TABLE 4.1 — Exemples de (h, ¢)-entropies.

d’une source. Le taux d’entropie de Shannon de la source S est défini par la limite, si elle existe,

S(S) = —nlggo ﬁwgnpw In puy. (4.1)

L’entropie de Shannon est maintenant appliquée & de nombreux domaines [40] comme la finance,
la cryptographie, la physique, etc. Rényi fut le premier a proposer une extension de ’entropie
de Shannon en introduisant des entropies paramétrées [114]. Le taux d’entropie de Rényi de S
est défini par la limite, si elle existe,

Ry(S) = nh%o,lllf (Z pw>, (4.2)

weA™

avec s > 0. Depuis, de nombreuses entropies ont été définies dans des contextes applicatifs
trés variés comme les entropies de Tsallis [124] ou Sharma-Mittal [128]. Il est probablement
impossible d’en faire une liste exhaustive mais un grand nombre d’entre elles font partie de la
famille des (h, ¢)-entropies, introduites par Salicru et al dans [115]. Pour deux fonctions h et ¢
bien faites, le (h, p)-taux d’entropie de la source S est défini par la limite, si elle existe,

> @(pw)l : (4.3)

La table donne une liste non exhaustive de (h, ¢) — entropies.

Avant nos travaux dans [3], les valeurs explicites de (h, ¢)-taux d’entropie étaient peu nom-
breuses et ne concernaient que des sources sans mémoire ou des chaines de Markov. Une source
S est dite sans mémoire de parametre (py)weAa Si, & chaque étape, S émet un nouveau symbole
selon la distribution (py)wea et de maniére indépendante des précédents symboles. Les taux
d’entropie de Shannon et de Rényi d’une source sans mémoire sont bien connus et vérifient

1
S(S) = -N(1 Z Pw 10 Dy, Rs(S) = InA(s) avec A(s)= Z O
1—s
weA weA
Les chaines de Markov sont des sources qui modélisent des corrélations bornées entre les sym-
boles. L’idée est que le futur symbole ne dépend que du présent ou d’une partie bornée du passé.
Une chaine de Markov d’ordre 1 est définie par une distribution initiale (fy)wea sur I'alphabet

A et par une matrice de transition P = (py|y)ywea2- Le premier symbole est tiré aléatoirement
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selon la distribution initiale qui sert a initialiser le processus. Ensuite si v est le symbole qui
vient d’étre émis, le symbole suivant est émis selon la distribution (p,|,)we.4. Pour une chaine de
Markov ergodique, le taux d’entropie de Shannon s’exprime en fonction de la mesure invariante
7T = (Ty)weAa de la chaine (7 - P = ) a travers la relation [123]

S(S) = - Z Ty - pw|v : 1npw|'u- (44)

v,weA

Pour des processus de Markov a temps continu, des résultats similaires sont obtenus dans [51].
Rached et al ont prouvé dans [106] que le taux d’entropie de Rényi pour une chaine de Markov
a espace d’états fini est

R,(S) = In A(s), (4.5)

1—s5
avec A\(s) 'unique valeur propre dominante de la matrice perturbée Py = (pfu| »)u,weE pour tout
s > 0. Golshani et al ont traité le cas infini dénombrable dans [67] mais la preuve est incompléte.
En faisant tendre s vers 1 dans ([4.5)), le taux d’entropie de Shannon est aussi relié a A(s) via la
formule S(S) = —N'(1).

Les sources sans mémoire et les chaines de Markov peuvent étre décrites sous forme de
sources dynamiques [132, 37], introduites au chapitre |1| section Le taux d’entropie de
Shannon d’une source dynamique s’exprime en fonction de 'unique valeur propre dominante
A(s) des opérateurs de transfert associés au systéme a travers la relation S(S) = —N(1). Les
opérateurs de transfert pour les systémes dynamiques jouent donc le méme role que les matrices
perturbées pour les chaines de Markov.

Finalement, le taux d’entropie de Shannon de processus semi-markoviens a temps discret ou
continu a été obtenu par Girardin et Limnios dans [65, 66].

Jusqu’a nos travaux en 2011 [3], ces valeurs explicites étaient les seules connues pour les
taux d’entropie. Nous avons étendu les travaux existants aux (h, ¢)-taux d’entropie mais aussi a
toute source satisfaisant une propriété classique de quasi-puissance. Dans [5], nous avons encore
étendu les travaux en étudiant les entropies relatives.

4.1.1.2 Notions de taux d’entropie relative

Les entropies relatives, aussi appelées divergences, mesurent la dissimilarité de deux sources.
Dans [88], Kullback et Leibler introduisent le concept de divergence en théorie de I'information en
proposant une mesure qui étend l'entropie de Shannon. Le taux d’entropie relative de Kullback-
Leibler entre deux sources S et S’ est défini par la limite, si elle existe,

K(S'/S) = nh_{go ~ wgn Pw ln —W (4.6)

Comme pour les entropies, I’entropie relative de Kullback-Leibler a été étendue en de nombreuses
divergences ayant des propriétés distinctes selon le contexte applicatif (voir par exemples [30,
127, 102, 129]). La plupart de ces entropies relatives sont des (h, ¢)-divergences dont le taux est
défini par la limite, si elle existe,

o1
D) p(ay) (S'/S) = lim —h ( > SO(Pwap’w>> :
weAn
La tablerecense plusieurs exemples de (h, ¢)-divergences. Notez bien que dans le contexte des
divergences, ¢ est une fonction a deux variables. En fait, si p(z,y) = ¢(x) ne dépend que d’une
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variable, le taux d’entropie relative est un taux d’entropie. Les taux d’entropie apparaissent alors
comme un cas particulier de taux d’entropie relative. Nous nous limitons dans la suite a I’étude
des entropies relatives.

Comme pour les taux d’entropie, il existe peu de résultats sur la valeur explicite des taux
d’entropie relative. Si S et S’ sont deux chaines de Markov ergodiques & espaces d’états finis, le
taux d’entropie de Kullback-Leibler vérifie

K(S/S) = Y mupupeIn 2212,
v,wEA pw‘v

avec P = (pyjy)vwes et P = (pgu\v)v,wefl les matrices de transition de S et S’ et (m,)pena la
mesure invariante de P. Dans [107], les auteurs ont montré que l'entropie relative de Rényi
entre deux chaines de Markov finies (et ergodiques) s’exprime en fonction de la valeur propre
dominante d’une matrice qui mélange les deux matrices de transition. Les mémes auteurs ont
ensuite étendu le résultat a la divergence de Kullback-Leibler [108]. Kesidis et Walrand [82] ont
déterminé l’entropie relative de Kullback-Leibler de deux processus Markoviens et Girardin et
Limnios ont fait de méme avec des processus semi-markoviens [65, 66].

A notre connaissance et jusqu’a nos travaux en 2015 [5], ces valeurs explicites étaient les
seules connues pour les (h, ¢)-taux d’entropie relative.

4.1.1.3 Taux d’entropie relative renormalisés

Dans [3], nous avons calculé le (h, p)-taux d’entropie, défini par la formule . Nous avons
obtenu des expressions explicites lorsque les fonctions h et ¢ sont dites quasi-poly-log et lorsque
la source suit une hypotheése de quasi-puissance. La fonction univariée ¢(x) est quasi-poly-log si
elle vérifie ’équivalence

o(x) ~ c-z%- (logz)*

z—0

pour @ € R, ¢ > 0 et £ € N*. La source S vérifie 'hypothese de quasi-puissance si les sommes
> wean Dy sont asymptotiquement des quasi-puissances c’est-a-dire équivalentes a c(s)A(s)™ avec
c(s) et A(s) des fonctions bien faites. Nous détaillerons ces propriétés plus tard en les adaptant au
contexte des entropies relatives. Néanmoins, beaucoup de (h, ¢)-entropies sont quasi-poly-log, y
compris les plus connues comme celles de Shannon ou Rényi. Sous des hypotheses classiques, les
sources sans-mémoire, les chaines de Markov a espace d’états fini ou dénombrable et les sources
dynamiques satisfont aussi la propriété de quasi-puissance. Nos résultats s’appliquent de fait a
une large classe de sources et de (h, p)-entropies. Le résultat principal de [3] se résume en le
théoreme suivant.

Théoreme 9 Soit h et ¢ deuz fonctions d valeurs réelles et quasi-poly-log. Soit S une source
qui vérifie la propriété de quasi-puissance. Alors le (h,p)-tauz d’entropie de la source S, défini
par la formule (4.3), est soit nul, soit infini, soit égal 4 une constante prés (qui ne dépend que
de (h,) et non S) au tauz d’entropie de Shannon ou de Rényi de S.

Le théoreme |§| constitue un frein majeur a l'utilisation des (h,p)-taux d’entropie dans le
cadre assez classique des sources satisfaisant la propriété de quasi-puissance. Cette situation est
due a la combinaison de deux faits : la propriété de quasi-puissance qui entraine une croissance
ou une décroissance exponentielle des sommes Y ¢ 4n D5, €t la renormalisation classique en 1/n
dans la définition qui n’est pas toujours adaptée. Les entropies de Shannon et Rényi font
intervenir la fonction logarithme qui, avec les sommes précédentes, fait apparaitre un terme
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h(z) o(z,y) (h, ) — divergences
poly-log :

z xlog(z/y) Kullback-Leibler

z (y/z) —In(y/z) — 1 Ttakura-Saito

poly-log ou poly : poly :

z (z—y)*/y X2

 log z y(z/y)® Rényi

Zl/s Y2 — x5y° Matusita

Z4/s zl/s — yl/s Matusita

z s — (14 1/s)ay® + 2175/s Basu-Harris-Hjort-Jones

quasi-poly-log :

poly-log :

1iq (z—1) y(x/y)? Tsallis-Harvda-Charvat
z zlng (z/y) dual Tsallis
L[z =T 1] y(x/y)*® Sharma-Mittal 1
1-s
o {(1 + 1=Llog z) R 1} y(z/y)* Masi
—L_[exp(r — 1)z — 1] xlog(x/y) Sharma-Mittal 2
quasi-poly :
571z (1+ sz)log[(1 4 sx)/(1 + sy)] Ferreri
pas quasi-poly-log :
z y(z —y)?/(z +y)? Balakrishnan-Sanghvi
z (q— 1) tz(z971 —y9=1) — (z — y)9~! | Venkatesan
21/t (zt +yt)/t Moyenne harmonique
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linéaire en n. La renormalisation en 1/n est alors bien adaptée. Si le logarithme disparait (c’est
la cas dans beaucoup de (h, p)-entropies), alors la normalisation en 1/n s’applique a des sommes
exponentielles, ce qui aboutit a des valeurs triviales comme 0 ou +oc.

Afin de donner un sens aux (h, ¢)-taux d’entropie (relative), nous avons introduit les (h, ¢)-
taux d’entropie (relative) renormalisés[}

Définition 2 Soit h(z) une fonction réelle univariée, o(x,y) une fonction réelle bivariée et
r = (rp)n une suite de réels non nuls. Considérons deux sources S et S'. Le (h,p,r)-tauz
d’entropie relative renormalisé des sources S et S’ est défini par la limite, si elle existe,

Dir(8'/8) = lim 1h( > so<pw,p'w>>. (4.7)

St p(x,y) ne dépend que d’une variable (x ou y), alors Dy, 4 est appelé un (h, p,r)-tauz d’en-
tropie renormalisé.

La renormalisation de taux d’entropie existe déja dans plusieurs contextes comme les réseaux
euclidiens et ’entropie patch-counting [89], les réseaux de Pétri [19], 'entropie de courbes planes
finies [96], etc. Cependant a notre connaissance, les taux d’entropie relative renormalisés n’ont
jamais été étudiés dans le cadre de la théorie de I'information.

4.1.2 Hypotheses et principaux résultats

Dans [5], nous avons calculé explicitement les taux d’entropie relative renormalisés. Le calcul
s’appuie sur plusieurs hypotheses assez générales qui s’appliquent a la fois & de nombreuses
sources et a de nombreuses entropies relatives. Nous commencons par énoncer les hypotheéses
sur les sources.

4.1.2.1 Hypotheéses sur les sources

La premiére hypothese pourrait s’énoncer de la maniére suivante : plus un mot est long, plus
sa probabilité d’étre émis est faible et tend uniformément vers 0.

Propriété 2 (Source sans point d’accumulation) Une source S est dite
sans point d’accumulation si

P

Dans la suite, nous supposons toujours que les sources S et &’ n’ont pas de point d’accu-
mulation. Pour une source sans mémoire de parametre (py,)weA, cela signifie que la source n’est
pas dégénérée ou que pour tout w € A, p, < 1. Pour les chaines de Markov & espace d’états
fini ou dénombrable, il suffit qu’une puissance de la matrice de transition ait des coefficients
strictement plus petits que 1 — € pour un ¢ > 0. Pour les sources dynamiques, cette propriété
est assurée par un systéme dynamique dilatant ( |77] > 1 si T est la transformation). Sous des
hypotheses simples, toutes les sources classiques sont sans point d’accumulation.

Nous présentons maintenant la propriété de quasi-puissance locale, introduite dans [5], qui
est adaptée aux taux d’entropie relative renormalisés. Cette propriété étend la propriété de
quasi-puissance utilisée dans [3] pour ’étude des (h, p)-taux d’entropie. L’objet fondamental de

2. Ce sont les taux qui sont renormalisés et non les entropies. Ceci explique ’accord.
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la propriété de quasi-puissance locale est la série de Dirichlet A, (S,S’;s;e) des probabilités des
mots de longueur n définie par

An(S,8'is5€) 1= > pit(p)® (Inpw) " (Inply) . (4.8)
weAn

avec s = (s1, $2) et € = (eq, e2). Les taux d’entropie s’expriment parfois directement avec la série
de Dirichlet [4.8] Par exemple, le taux d’entropie de Kullback-Leibler donné par 1’équation [4.6]
s’écrit

K(S'/S) = 73%% (A0 (S.831,0:1,0) — An(S, 8" 1,0:0,1)]

Le taux d’entropie relative de Rényi est défini par les fonctions h(z) = = Inz et p(z,y) =

2%y ~% et est donné par la limite, si elle existe,

D

§'/S) = lim il 1 InA,(S,8;5,1—5;0,0).
nl—3s

ﬁ Inz,z5yl=sry, (
Nous pouvons multiplier les exemples de taux d’entropie (relative) qui font intervenir directement
la série de Dirichlet A, (S, S’;s; e). La propriété de quasi-puissance locale dit que A,, se comporte
localement comme une puissance d’une fonction analytique.

Propriété 3 (Quasi-puissance locale) Deuz sources S et S’ satisfont la propriété de quasi-
puissance locale au point s* = (s7, s3) € R? s’il existe un voisinage compleze V de s*, 0 € [0,1]
et des fonctions analytiques \, ¢ et Ry, surV tels que pour tout s = (s1,82) € V et tout n > 0,

A (S,8'55;0,0) = A(s)"c(s) + Ry (s), (4.9)
avec |Rn(s)] < |0A(s)]", A(VNR?) C RT et ¢(VNR?) C RT.

Une fois de plus, cette propriété s’applique a de nombreuses sources classiques. Si S et S’
sont deux sources sans-mémoire de parametres (py)wea et (P, )wea, alors

An(S,8'55;0,0) = \(s)"  avec Z P (pl,)*
weA

La série A, (S,8’;s;0,0) est une vraie puissance et la propriété de quasi-puissance est vérifiée
dans le domaine de convergence de la série A(s).

La proposition suivante montre que pour deux chaines de Markov, une propriété de Perron-
Frobenius combinée avec des conditions d’analyticité suffisent & obtenir la propriété de quasi-
puissance locale.

Proposition 7 Considérons deux chaines de Markov S et S', de matrices de transition P =
(Puwjv)vwea et P = (piv|v)v7w€v'4 et de densités initiales £ = (fu)wea et £ = (f),)wea. Pour
s € R?, nous posons T(s) = (pflhv(p’ww)”)v’weA et g(s) = (f3(fi)™),eq- Les chaines de
Markov S et 8" wvérifient la propriété locale de quasi-puissance en s* = (s}, s5) dés que les
hypothéses suivantes sont vérifiées :

(a) 1l existe un voisinage compleze V de s* tel que pour tout s € V, lopérateur x — x - T(s)
est un opérateur borné sur (*(C, A) muni de la norme {1 (||(xw)weall = Swea [Twl)-

(b) L’application s — T'(s) est analytique sur V.

(¢) La matrice T(s*) admet sur (*(C, A) une unique valeur propre simple de module maximum
avec un saut spectral (propriété de Perron-Frobenius).

(d) Pour touts € V, g(s) appartient a ¢*(C, A) et s — g(s) est analytique sur V.

62



4.1. Calcul explicite de taux d’entropie généralisés et renormalisés

Dans [5], nous avons aussi donné des conditions suffisantes explicites pour que deux chaines de
Markov a espace d’états fini ou dénombrable satisfassent la propriété de quasi-puissance locale
(voir Proposition 5 dans [5]). Il n’est pas utile d’entrer dans ces détails pour comprendre la suite
du chapitre.

Si T'(s*) vérifie la propriété de Perron-Frobenius, par analyticité, il en est de méme de T'(s)
dans un voisinage de s*. La matrice T'(s) admet alors des vecteurs propres gauche et droite [(s)
et r(s) associés a la valeur propre dominante A(s), et T'(s) vérifie la décomposition spectrale

n __ n T(S) ) l(S) n
T(s)" = A(s) m + R(s)

avec (u-v) le produit scalaire de u et v, et R(s) le projecteur sur le reste du spectre. En combinant
la décomposition spectrale avec la relation

An(S,8'58;0,0) = g(s) - T(s)" ' - 1,

il est clair que la propriété de Perron-Frobenius entraine la propriété de quasi-puissance locale
pour des chaines de Markov. La propriété de quasi-puissance locale donne 'asymptotique des
séries A, (S,S’;s;0,0), mais qu’en est-il des séries A,(S,S’;s;e) avec e = (er,e2) € N2? A
I’aide des propriétés analytiques, il suffit de dériver par rapport a s; ou sy ’expression de
A, (S,8';8;0,0) pour obtenir la proposition fondamentale suivante.

Proposition 8 Soit S et S’ deux sources sans point d’accumulation qui satisfont la propriété
de quasi-puissance en s* = (s7,s5). Alors pour s dans un voisinage complexe de s* et pour
e = (e1,e2) € N2, la série A,,(S,S';s;e) vérifie

n

An(S,8'ss€) = c(s) - n1e - X, (s)71 - X,_(8)% - A(s)" 12 (1 +0 (1)> . (4.10)

La constante dans le O est uniforme pour s dans le voisinage complexe de s*.

Notez que 'hypothése sans point d’accumulation combinée avec la propriété de quasi-puissance
entrainent que les dérivées A, (s) et A, (s) sont non nulles (voir Lemme 1 dans [5]).

4.1.2.2 Hypotheses sur les fonctions

Nos travaux se limitent & une classe assez générale de (h, p)-taux d’entropie qui englobe une
grande part des taux d’entropie (relative) classiques. Comme nous supposons que les sources
S et &’ sont sans point d’accumulation, nous sommes amenés a étudier la fonction ¢ autour
de (0,0). Nous supposons qu’en ce point, ¢ est de type quasi-poly-log au sens de la propriété
suivante.

Propriété 4 (¢ de type quasi-poly-log) Soit p(z,y) une fonction réelle bivariée. La fonc-
tion @(x,y) est dite de type quasi-poly-log en (0,0) si elle satisfait l’équivalencelﬂ

x, ~ s o2’y (Inz) " (Iny) 2, 4.11
#l y)(m,y)%(O,O)(s"E)ZeEw ey (Inz) " (Iny) (4.1)

avec E, un sous-ensemble fini de R X R x N X N et aise) des réels non-nuls.

3. Nous écrivons o(,y) ~(z0,40) f(x,y) dés qu’il existe un voisinage V de (zo, yo) et une fonction € définie sur
V tels que 90(1', y) = f(x7 y)(l + E(xa y)) avec hm(l’,y)ﬁ(zo,yo) €($7y) =0
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En pratique, F, contient rarement plus de deux ou trois éléments. Par exemple dans le
cas de la divergence de Kullback-Leibler, p(x,y) = xIn(z/y) est de type quasi-poly-log, E, =
{(1,0,1,0),(1,0,0,1)} et a@0,10 = —a@,00,1) = 1. Dans le cas de la divergence de Rényi,

s, 1—s

¢(z,y) = 2% ~° est de type quasi-poly-log, E, = {(s,1 —5,0,0)} et a(1_500) = 1.

Selon la définition , les taux d’entropie relative font intervenir la suite de sommes
> wedn ¢(Pw, D) auxquelles s’applique la fonction h. Si nous notons zg la limite des sommes, le
comportement de h autour de zy est essentiel pour le calcul explicite des taux d’entropie relative.
Nous supposons que autour de zg, h est de type quasi-poly-log au sens de la définition suivante.

Propriété 5 (h de type quasi-poly-log) Soit zyp € R U {£oo} et h(z) une fonction réelle
univariée. La fonction h(z) est dite de type quasi-poly-log en zy si elle satisfait I’équivalence

h(z) b-z'-(Inz)" avec (b,u,v) € R* xR xR. (4.12)

P
Par exemple pour I'entropie relative de Kullback-Leibler, h(z) = z est un polynome et est de type
quasi-poly-log. Pour la divergence de Rényi, h(z) = lis In z est un logarithme (& une constante
pres) et est aussi de type quasi-poly-log.

4.1.3 Valeurs explicites des taux d’entropie renormalisés

Nous disposons maintenant de quasiment toutes les notions nécessaires pour énoncer notre
résultat principal mais commencons d’abord par un raisonnement mathématique non rigoureux.

Les taux d’entropie renormalisés sont donnés pour deux sources S et S’ par la formule (4.7)).
Les taux font intervenir la somme Y c an @ (Pw,Py) avec (pw,pl) — 0 lorsque n — oo. Si
o(z,y) est de type quasi-poly-log en (0,0), on a intuitivement ’équivalence

Yoowlwt) D Y el (Pw)” (Inpw)” (Inpy) ™.

weAn weEA™ (s,e)€E,

En inversant les deux sommes, nous obtenons 1’équivalence

ws D ~ a A, (S,S:s;e). 4.13
wgn gO(p 7pw) oo (S’ge:Ew (s,e) ( ) 3Dy ) ( )
Si pour tout (s, e) € E,, les sources S et S’ vérifient I’hypotheése de quasi-puissance locale en s,
alors intervertir les deux sommes ne pose pas de probleme car une des sommes est finie et les
séries sont uniformément convergentes. En revanche, des précautions doivent étre prises pour
la premiere équivalence pour éviter que des termes dominants ne s’annulent. Nous introduisons
une relation d’ordre partielle sur I’ensemble E, et une propriété de non-dégénérescence.

Définition 3 (Ordre partiel sur E,) Soit p(x,y) une fonction réelle bivariée de type quasi-
poly-log en (0,0) et considérons l’ensemble E, tel que défini dans la propriété . Soit S et S’
deuz sources telles que pour tout (s,e) € E,, S et " vérifient la propriété de quasi-puissance
locale en s. Nous conservons les notations des propriétés[3 et [{)

Pour (s, e) et (s',€) deux éléments de E,, nous écrivons (s,e) > (s',€') dés que [A(s) > A(s")]
ou [A(s) = A(s) et er +ex > €] +¢b]. La relation « = » définit un ordre partiel sur E, et nous
notons E;f les éléments mazimaux de E, pour la relation « = ».

Contrairement aux propriétés |3| et [4l, la propriété qui suit méle a la fois les sources S et S’
et la fonction (.
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Propriété 6 (Non dégénérescence des sommes) Soit ¢ une fonction quasi-poly-log au
sens de la propriété |4 et faisant intervenir ’ensemble E,. Soit S et S’ deux sources telles
que pour tout (s,e) € E,, S et " vérifient la propriété de quasi-puissance locale en s. Alors la
somme Y e an @ (Dw, D) est dite non-dégénérée dés que

d(S, 8, 0) = D e cls) N, (8) - N, (s) #0. (4.14)

+
(s,e)€E]

Sous I’hypotheése de non dégénérescence des sommes, 1'équivalence (4.13|) est vérifiée et nous
avons pour tout (s,e) € Ef,

Z So(pwJ):N) oo (s, 3/7 ©) - npeites A(s)"—erez,
weA™

En supposant de plus que h est de type quasi-poly-log en un point zg donné par la limite de
I’équivalence ci-dessus, nous obtenons notre principal résultat.

Théoréme 10 Soit ¢ une fonction quasi-poly-log au sens de la propriété[]] et faisant intervenir
Uensemble E,. Soit S et S’ deux sources telles que pour tout (s,e) € E,, S et S’ vérifient la
propriété de quasi-puissance locale en s. Supposons de plus que le triplet (S,S’,¢) satisfait la

propm’été@ de non dégénérescence des sommes. Pour (s,e) € E;,ﬁ, nous posons

zo = lim d(S,S',p) -nfrrez . \(s)" e (4.15)
avec d(S,S’, ) défini par Uéquation (4.14]). Supposons que h est de type quasi-poly-log en zy au

sens de la propriété[3. Alors trois cas sont possibles.
(1) Si A(s) # 1, nous définissons la suite r = (ry,), par

Ty = nt(€1+62)/\(s)t”n“.

Alors
b-d(S,S', )
)\(S)t(€1+62)

(ii) Si A(s) =1 et e; + ez # 0, nous définissons la suite v = (ry,)n par

]Dh%r(S//S) = (In A(s))".

rp = ntlerte2) (Inn)*.

Alors
b- d(Sa Sla So)t

Dh7¢7r(8//8) — A(S)t(el+62)

(61 + 62)u .
(1ii) Si A(s) =1 et e; + e2 =0, nous définissons la suite r = (ry,), par
rn = 1.

Alors
Dppr(S8'/S) =b-d(S,8, ) - (Ind(S,S',¢))".

Nos résultats dans [5] sont plus précis puisque nous traitons la situation ou la propriété de non
dégénérescence des sommes n’est pas vérifiée. Cela conduit & de nombreux cas supplémentaires
dont certains ne permettent pas d’élucider la limite. Cependant, la méthode reste la méme. Il
faut juste décrire plus précisément les asymptotiques et faire attention aux termes dominants
qui s’annulent.
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4.1.4 Application au calcul de taux d’entropie renormalisés

Afin d’illustrer la méthode générale, nous appliquons ici le théoreme[10]a des taux d’entropie
relative.

Entropie relative de Kullback-Leibler :

L’entropie relative de Kullback-Leibler est donnée par ¢(x,y) = zln(x/y) et h(z) = =.
La fonction op(z,y) est de type quasi-poly-log avec E, = {(1,0;1,0),(1,0;0,1)} et a(1 0,10 =
—a(1,0,0,1) = 1. La fonction h(z) est de type quasi-poly-log sur R U {£oo} avec b = 1, t = 1 et
u = 0. Pour (s,e) € E,, nous avons toujours

A(8) =A(1,0)=1, ¢(s)=1 et e +ey=1

Les valeurs de A\(s) = A(1,0) et ¢(s) = ¢(1, 0) découlent du fait que la somme A, (S,S8’;1,0;0,0) =
1 pour tout entier n. Nous en déduisons que E;r = FE,. Comme A(s) = let e +e =1#0,
nous sommes dans le cas (i7) du théoreme En posant r, = n, nous obtenons que le taux
d’entropie relative de Kullback-Leibler vérifie

]D)z,x ln(r/y),n(sl/s) = d(Sv 8,7 90) = )‘gl (1’ O) - )\/82(]" 0)
La propriété de non-dégénérescence dit simplement que X} (1,0) — A, (1,0) est non nul.

Entropie relative de Rényi :

L’entropie relative de Rényi est donnée par o(z,y) = 2°y' = et h(z) = (1 —s)"!lnz. La
fonction ¢(z, y) est de type quasi-poly-log avec E, = Ef = {(s,1—5;0,0)} et a(s1_50,0) = 1. La
fonction h(z) est de type quasi-poly-log sur R U {40} avec b= (1 —s)71, t = 0 et u = 1. Pour
(s,e) € E[;r , nous avons toujours e; + eo = 0 mais il n’est pas possible de prévoir la valeur de
A(s) = A(s,1—s). Nous savons que A(1,0) = A(0,1) = 1 mais ce sont les seules valeurs connues.
Comme €7 + e3 = 0, nous sommes soit dans le cas (i) avec A(s,1 — s) # 1, soit dans le cas (i)
si A(s,1—s) =1

SiA(s,1—s8) # 1, le cas (i) du théoréeme [10|s’applique. La suite r,, est donnée par r,, = n et
le taux d’entropie relative vérifie

1
]D)(l_s)—llnz7xsyl—syn(5//8) =1 In\(s,1—s).

-5
Notez que lorsque s — 1, le taux d’entropie relative de Rényi converge vers la divergence de
Kullback-Leibler.

Si A(s,1 —s) =1, le cas (¢i7) du théoreme (10| s’applique. La suite r,, est donnée par r, = 1
et le taux d’entropie relative vérifie

1
D(l—s)_llnz,xsyl_s,n(sl/s) =1 Inc(s,1—s).

Comme la fonction s — A(s,1 — s) est analytique, ’égalité A\(s,1 — s) = 1 n’existe qu’en des
points isolés de I'axe réel. Ce cas est mathématiquement possible mais en pratique, il correspond
a un cas « rare ».

Entropie relative de Tsallis-Harvda-Charvat :
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L’entropie relative de Tsallis-Harvda-Charvat est donnée par o(z,y) = 2%y ~* et h(z) =
(1—s)71(2—1). La fonction ¢(z, y) est de type quasi-poly-log avec E, = Ef ={(5,1-5;0,0)} et
a(s,1-50,0) = 1. La fonction h(z) est de type quasi-poly-log mais avec des équivalences différentes
selon que zg = 0, zg = £00 ou 2y # 0 constant. Précisément, nous avons

1 1 1

h(z) z, h(z)

(z0 — 1).

~Y ~Y 3
z—doo ]l — s z—=08—1 Z = 20 1—s

Trois cas sont possibles.
(a) si A(s,1 —s) < 1, alors z9p = 0 et le cas (i) du théoreme s’applique avec t = u = 0,
b= (1-5)"1 d=c(s,1—5) et e; + ez = 0. La suite r,, vérifie r, =1 et
1
1—s

D(lfs)—l(zfl),xsyl—s,l(s//s) =

(b) si A(s,1 —s) > 1, alors zgp = £00 et le cas (i) du théoreme s’applique avec t =1, u = 0,
b=(1-3s)"1 d=c(s,1—5) et e +ey=0. La suite r,, vérifie r, = A\(s,1 — 5)" et

1
1—s

]D)(lfs)_l(zfl),:psyl_s,)\(s,lfs)" (S//S) = C(S, 1-— 5).

(c) si A(s,1 —s) =1, alors zy est constant et le cas (ii7) du théoréme s’applique avec t = 0,
u=0,b=(1-8) "1z —1),d=c(s,1—3s) et e; + ez = 0. La suite r,, vérifie r, =1 et

1
1—3s

D(l_s)fl(z_l)’msylfsJ(S//S) = (ZO - 1).

Comme précédemment, la fonction s — A(s,1 — s) est analytique et I'égalité A(s,1 —s) = 1
n’existe qu’en des points isolés de ’axe réel. Ce cas est mathématiquement possible mais en
pratique, il correspond & un cas « rare ».

Pour des exemples d’applications a d’autres entropies (relatives), nous renvoyons a [5].

4.2 Combinatoire des motifs cachés avec les sources dynamiques

Nous décrivons ici le travail réalisé en collaboration avec Manuel Lladser sur le nombre
d’occurrences d’un motif caché dans un texte produit par une source dynamique [9]. Dans
ce travail, nous n’étudions pas la source mais plutot les mots produits par la source et leurs
occurrences.

4.2.1 Contexte

Les statistiques d’occurrences de motifs dans un texte sont au coeur de nombreuses applica-
tions en biologie moléculaire, fouille de texte, analyse de discours, sécurité, etc. Il existe plusieurs
familles de motifs et pour beaucoup d’entre elles, des analyses probabilistes ont été réalisées.

Dans toute la suite, A est 'alphabet et A* est ’ensemble des mots finis sur .A. Une occurrence
du mot w dans un texte T" est une décomposition de 7" sous la forme T' = vgwwvy avec vg et v1 dans
A*. Dans [69, 70, 68], Guibas et Odlyzko ont mis en évidence le réle de I'autocorrélation dans le
probléme de trouver et compter les occurrences d’un mot (exact string matching problem) dans
un texte produit par une source sans mémoire. Dans [111], Régnier et Szpankowski ont étendu les
résultats et ont montré que le nombre d’occurrences exactes d’'un mot dans un texte suit une loi
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limite gaussienne lorsque le texte est produit par une chaine de Markov. La recherche approchée
d’un mot w correspond & la recherche exacte d’'un mot parmi un ensemble de mots proches de
w (selon une certaine distance). L’ensemble des mots proches est appelé le motif. Dans [110],
Régnier et Szpankowski ont montré que le nombre d’occurrences lors d’une recherche approchée
est asymptotiquement gaussien lorsque le texte est produit par une source sans mémoire.

La recherche exacte et approchée sont deux cas particulier de recherche des mots d’un langage
régulier (ensemble de mots décrit par une expression réguliére). Dans [105], Nicodéme, Flajolet
et Salvy mélangent la combinatoire analytique avec des outils classiques de théorie des langages
et montrent que le nombre d’occurrences de mots d’un langage régulier suit asymptotiquement
une loi limite gaussienne pour des sources sans mémoire ou des chaines de Markov. Plus tard,
Bourdon et Vallée étendent les résultats aux sources dynamiques [33]. Un motif caché un est
k-uplet de mots W = (w1, ..., wg) avec w; € A*. Une occurrence de W dans un texte T est
une décomposition de T sous la forme T = vgwiviwevs...vp_1wEvE ou les v; sont des mots
de A*. Les motifs généralisés ressemblent aux motifs cachés excepté que chaque mot w; est
remplacé par un langage régulier R;. Notons que les motifs généralisés englobent toutes les
définitions précédentes de motifs. Flajolet, Szpankowski et Vallée ont prouvé que le nombre de
motifs cachés dans un texte produit par une source sans mémoire suit une loi limite gaussienne
[61]. Tres récemment, Féray a étendu le résultat aux chaines de Markov en s’appuyant sur des
graphes de dépendance pondérés [59]. Bourdon et Vallée ont calculé 'espérance et la variance
du nombre d’occurrences d’un motif généralisé dans le cadre des sources dynamiques et ils ont
conjecturé l'existence d’une loi limite gaussienne lorsque le texte est produit par une source
dynamique.

Dans cette section, nous étudions la loi limite du nombre d’occurrences d’un motif caché
dans un texte produit par une source dynamique. La méthode utilisée dans [61] se base sur la
convergence des moments et la combinatoire analytique mais elle ne s’adapte pas au contexte
des sources dynamiques du fait de leurs corrélations. Afin de comprendre les difficultés sous-
jacentes, nous avons décidé d’étudier le cas le plus simple de motif caché qui est composé de
deux mots de une lettre. L’'intérét d’analyser ce probléme jouet réside surtout dans la méthode
mise en ceuvre pour le résoudre.

4.2.2 Notations et résultats

Soit a,b deux lettres différentes de 1'alphabet A et considérons le motif caché M = (a,b).
Pour un mot w € A*, nous posons

hedl = Longueur du mot w,
W|(ap) = Nombre d’occurrences du motif caché (a,b) dans w,
|w|g = Nombre d’occurrences de la lettre ¢ dans w,
Cw) = % si [wlq # 0, O sinon.
Par exemple pour w = abcabe, |[[w]| = 6, [W|op) = 3, [W]a = [W[y = |W|. = 2 et C(w) =

3/2. Le parametre C' est appelé le nombre d’occurrences normalisé de (a,b). Nous ne sommes
pas parvenus a analyser le nombre d’occurrences du motif (a,b) mais seulement le nombre
d’occurrences normalisés. Nos résultats dépendent de 'opérateur de transfert K(z, u)

K(zu= Y 2™hivbay,,

weEa-B*

avec B = A\{a}. La variable z porte la longueur des mots alors que la variable u marque les
occurrences de la lettre b. En notant C = A\{a,b}, les dictionnaires de I’analyse dynamique
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conduisent & une expression explicite de K(z,u) donnée par

K(z,u) = (1 -z (G[C] + UG[b}))il o (ZG[a])

Sur un espace fonctionnel adéquat, K(z,u) vérifie une propriété de Perron-Frobenius (voir la
propriété . Il admet une unique valeur propre dominante A\(z,u) et nous posons A(z,u) la
fonction bivariée

A(z,u) = exp </01 log A(z,u") dt) .

et considérons la fonction o(u) telle que o(1) = 1 et A(o(u),u) = 1, pour tout v dans un
voisinage de © = 1. Nous avons prouvé le théoréme suivant.

Théoréme 11 Soit C' le nombre d’occurrences normalisé du motif caché (a,b) dans un texte
aléatoire de longueur n produit par une source dynamique holomorphe (voir [132]). La variable
aléatoire C' suit une loi limite gaussienne. Précisément, nous avons

lim P, —*/2 gt

C B En[C] <
V.C)

1 T
= — e
V2T /—oo
ot l’espérance et la variance de C' satisfont

E,[C] ~ —0o'(1)n,
V,[C] ~ (12 =o' (1) = 0" (1)) -,

La preuve du résultat repose sur la combinatoire analytique et les dictionnaires des systémes
dynamiques. Les textes qui contiennent exactement m occurrences de la lettre a appartiennent
a l'ensemble H,, = B* (a3*)™. Pour un mot w = vpaviavaavs . .. vm—1a0y, de H,,, le nombre
d’occurrences normalisé du motif caché (a,b) dans w vérifie

m

i=1

C’est un parametre additif et le dictionnaire sur les opérateurs s’applique. L’opérateur de trans-
fert pondéré associé a ’ensemble de mots H,, est alors

1
H, (z,u) = { H K(z,ui/m)} o(1— ZG[B])fl.

i=m

Le produit signifie ici la composition des opérateurs. Il suffit de sommer sur m pour obtenir
lopérateur associé a A*. Si la source est sans mémoire, le produit est un vrai produit de sé-
ries génératrices et les termes commutent. Il est alors possible d’utiliser la technique exp — log
combinée avec la formule d’Euler-Maclaurin pour obtenir finalement

1 m
H,,(z,u) = (exp/ log K (z,u") dt) + termes d’erreur.
0
Pour une source avec mémoire, cette opération n’est plus possible. Une large part de la preuve
consiste & montrer que 1’on peut remplacer 'opérateur K(z, u) par sa partie spectrale dominante

Az, u)P(z,u), avec P(z,u) le projecteur sur l’espace propre associé & A(z,u). En appliquant la
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stratégie exp — log et la formule d’Euler-Maclaurin, la fonction A(z,u) apparait naturellement
et nous avons
H,,(z,u) = A(z,u)™ - P(2z,u) + termes d’erreur,

avec P(z,u) un opérateur borné. En sommant sur m, le facteur 1/(1 — A(z,u)) intervient et
admet un pole simple en z = o(u). L’extraction des coefficients se fait de maniére assez classique
en tenant compte des erreurs apportées par la formule d’Euler Maclaurin sur les opérateurs. Ces
erreurs nous empéchent d’utiliser le théoreme des quasi-puissances de Hwang [79]. A la place,
nous montrons la convergence ponctuelle de la transformée de Laplace du parameétre C vers la
transformée de Laplace d’une loi gaussienne, ce qui permet de conclure.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié deux aspects des sources : le calcul explicite des entropies
généralisées et la combinatoire d’un motif caché particulier dans un texte produit par une source
dynamique.

Dans la premieére partie, nous avons étendu la notion usuelle de taux d’entropie en considérant
une renormalisation adaptée aux fonctions d’entropie et aux sources considérées. Nous avons
calculé explicitement les (h, ¢)-taux d’entropie renormalisés pour une large classe de fonctions
(h, @) dites de type quasi-poly-log et pour des sources qui satisfont la propriété de quasi-puissance
locale. La classe de fonctions (h, ) de type quasi-poly-log est suffisamment large pour inclure
les entropies (relatives) classiques de Shannon, Rényi, Kullback-Leibler, Sharma-Mittal, etc.
De son coté, la propriété de quasi-puissance locale s’applique a toutes les sources classiques
sous des hypotheses trés simples a vérifier : sources sans-mémoire, chaines de Markov, sources
dynamiques, etc.

Il est probablement possible d’étendre notre méthode a des entropies qui ne sont pas quasi-
poly-log mais qui sont de la forme

Y. 1w Pe) © Y. 02(pw: ) avec © € {+,—,x,/}
weAn weAn

et 1, p2 deux fonctions quasi-poly-log (voir [58] pour des exemples). En considérant des fonc-
tions quasi-poly-log ¢(x, y, z) avec trois variables, une autre extension possible serait les entropies
relatives de Bregman [126].

Toutefois, il existe des entropies pour lesquelles notre approche ne s’applique pas. Les entro-
pies relatives dont ¢(z,y) contient des termes de la forme (z” & y%)® avec a et 5 non entiers
ne sont pas quasi-poly-log. C’est le cas des entropies relatives de type 5 dans le tableau Les
entropies trigonométriques introduites dans [116] font intervenir les fonctions sinus et cosinus
(hyperboliques ou pas). Notre approche ne s’adapte pas non plus a ce type d’entropies.

Dans la deuxieme partie, nous avons montré que le nombre d’occurrences du motif caché
(a,b) normalisé suit une loi limite gaussienne. Outre le résultat, ’apport essentiel de ce travail
est double. D’une part, nous pouvons maintenant envisager d’étudier des motifs plus généraux.
Ensuite, nous avons démontré une formule de type Euler-Maclaurin pour les opérateurs de
transfert. Ces travaux sur les motifs cachés restent inachevés. Des échanges avec Manuel Lladser
nous ont convaincu que ’on pouvait aller plus loin. Il est probablement possible d’analyser le cas
de deux mots distincts en combinant une approche par automate et en marquant certains états.
Pour le motif (a,b), nos analyses s’appuient sur la série génératrice bivariée avec une variable
qui porte la taille du texte et une autre qui porte le nombre d’occurrences renormalisé. Il est

70



4.8. Conclusion

clair que la série trivariée avec une variable supplémentaire qui porte le nombre d’occurrences
de a peut s’obtenir facilement. Cette série permettrait d’étudier la loi conjointe du nombre
d’occurrences de a et du nombre d’occurrences renormalisé de (a,b). Nous en déduirions peut-
étre la loi du nombre d’occurrences de (a,b). Un autre axe de recherche serait aussi d’adapter
les travaux de Féray [59] sur les chaines de Markov et les graphes de dépendances au cas des
sources dynamiques.
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Chapitre 5

Hypergraphes et fouille de données

Ce chapitre décrit les principaux résultats de I'article suivant :

— [4] An average study of hypergraphs and their minimal transversals.
J. DaviDp, L. LHOTE, A. MARY, F. RIouLT.
Theoretical Computer Science, vol. 596, pages 124-141, 2015.

L’objet d’étude dans ce chapitre est I’hypergraphe et ses traverses minimales. Bien que la
structure d’hypergraphe est tres différente des algorithmes euclidiens ou des sources, la philoso-
phie de ce chapitre reste la méme que celles des chapitres[2] & [4] : nous souhaitons comprendre le
comportement probabiliste des traverses minimales dans un hypergraphe aléatoire. Nous obte-
nons plusieurs résultats. Nous estimons le nombre moyen de traverses minimales dans un hyper-
graphe aléatoire sous des modeles qui généralisent celui de Erdés-Rényi pour les graphes [56, 57].
Nous nous intéressons aussi & la complexité générique [81] de 'algorithme MTMINER qui énu-
mere les traverses minimales selon une stratégie inspirée de la fouille de données.

D’un point de vue plus personnel, ce travail s’inscrit dans la lignée d’autres travaux a l'in-
terface entre la fouille de données et I’Analyse d’algorithmes [16, 17, 13]. J’ai commencé a
m’intéresser aux problématiques de la fouille de données autour de 2004 pendant ma these. Des
discussions informelles avec des doctorants du laboratoire m’ont convaincu de l'intérét de réaliser
des analyses probabilistes dans le cadre de I'extraction de motifs dans les bases de données (Pat-
tern Mining). L’extraction de motifs est un domaine qui vise a extraire de maniére automatique
de l'information des bases sous forme de motifs. La nature des motifs dépend du contexte ap-
plicatif et des objectifs de I'extraction. Il existe de nombreux types de motifs (fréquents, fermés,
libres, émergents, séquentiels, bordure négative, etc.) et de nombreux algorithmes dédiés ou gé-
nériques issus du Pattern Mining. Les algorithmes s’appuient sur des structures de données bien
connues de la communauté analyses d’algorithmes comme les tries, les séquences, les graphes,
les hypergraphes, etc. Cependant a notre connaissance, il existe trés peu d’interactions entre les
deux communautés.

L’analyse d’algorithmes et le Pattern Mining ont beaucoup a gagner en collaborant. Dans
la plupart des cas, la fouille de données ne dispose que des bornes dans le pire des cas qui
sont presque toujours exponentielles. En pratique, les algorithmes sont plus ou moins efficaces
selon le réglage des parametres et les bornes dans le pire des cas ne suffisent pas a expliquer ces
phénomenes. Un des objectifs des analyses probabilistes serait de compter le nombre de motifs
attendus dans une base de données et d’expliquer ainsi certains phénomenes. Autrement dit
avec les analyses, on peut espérer quantifier a priori I'information & extraire dans une base de
données sans avoir besoin de lancer les algorithmes d’extraction. Une étude systématique des
algorithmes permettrait aussi de les comparer afin de déterminer lequel est le meilleur dans un

73



Chapitre 5. Hypergraphes et fouille de données

FIGURE 5.1 — A gauche : un hypergraphe H = (V,&) ou V = {1,2,3,4,5} et &€ =
{{1,2,3},{1,4},{3,5},{4,5}}. A droite : le treillis des motifs sur V. Les traverses minimales sont
encadrées avec un trait plein. Les traverses non-minimales sont soulignées. Les non-redondants
qui ne sont pas des traverses sont encadrés en pointillés.

contexte donné. Pour que les analyses aient un intérét en fouille de données, les modeles proba-
bilistes doivent étre réalistes. Cette contrainte imposera probablement a I’analyse d’algorithmes
d’étendre ses techniques (comme la combinatoire analytique) afin de tenir compte de modeles
aléatoires plus complexes. Ces nouvelles techniques pourront ensuite étre utilisées dans d’autres
contextes.

Cette approche a motivé le dépdt en 2015 du PEPS HYDrATA, de I'appel & projet FASCIDO
sur la science des données, qui a été accepté puis renouvelé en 2016 et dont je suis porteur.

Plan. La section [5.1] introduit les notions principales autour des hypergraphes et présente
la problématique générale de I’énumération des traverses minimales avec les résultats connus.
La section décrit un exemple de lien entre les traverses minimales et 'extraction des motifs
et remet en perspective les travaux de ce chapitre avec mes précédents travaux. Les modeéles
aléatoires utilisés pour les analyses des traverses minimales sont décrits a la section Les
sections [5.4] et [5.5] présentent les résultats obtenus dans chacun des modeles. Dans la section [5.6]
nous nous intéressons au comportement probabiliste de 'algorithme M'TMINER. Finalement,
nous concluons avec des perspectives d’amélioration des travaux (section .

5.1 Hypergraphes et Extraction de motifs

5.1.1 Hypergraphes et traverses minimales

Les hypergraphes généralisent la notion de graphe en autorisant une aréte a connecter
en méme temps plusieurs sommets. Un hypergraphe est une paire H = (V,€) ou V =
{1,2,...,n} est 'ensemble des sommets et &€ = {E1,..., E,} est U'ensemble des hyperarétes
avec F; C V pour tout i. Par exemple, '’hypergraphe H = (V,€) avec V = {1,2,3,4,5} et
E=1{{1,2,3},{1,4},{3,5},{4,5}} est représenté a la figure (& gauche).

Une traverse est un ensemble de sommets qui intersecte toutes les hyperarétes. En reprenant
I'exemple précédent, nous avons {1,5} ou {1,3,4} qui sont des traverses de H alors que {1,2}
ou {1,3} ne le sont pas. La figure représente sous forme de treillis (pour 'inclusion), tous
les ensembles de sommets possibles. Les ensembles soulignés ou | encadrés | avec des traits pleins
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sont des traverses.

Un ensemble de sommets X est dit non-redondant si dés qu’on lui retire un sommet ¢, X \{i}
intersecte strictement moins d’hyperarétes que X. Une autre définition équivalente est que pour
tout sommet i de X, il existe une hyperaréte £ € £ telle que £; N X = {i}. En reprenant notre
exemple, {1,3} ou {1,5} sont non-redondants contrairement a l’ensemble {2,3,5} o 2 peut étre
enlevé sans changer le nombre d’hyperarétes intersectées. Dans le treillis de la figure les
ensembles encadrés (avec des pointillés ou des traits pleins) sont des ensembles non-redondants.

Pour terminer, une traverse X C V est dite minimale si elle est non-redondante. Autrement
dit, une traverse minimale est un ensemble de sommets qui intersecte toutes les hyperarétes et tel
que tout sous-ensemble strict n’est plus une traverse. Avec notre exemple, {1,5} est une traverse
minimale, {1,4} est non-redondant mais n’est pas une traverse, {1,2,5} est une traverse mais
n’est pas non-redondant (2 peut étre enlevé sans diminuer le nombre d’hyperarétes intersectées)
et {1,2,3} n’est ni une traverse, ni non-redondant.

Pour un hypergraphe H, ’ensemble de ses traverses minimales forme un autre hypergraphe
appelé hypergraphe transversal de H et noté T (H). Avec notre exemple, nous avons 7 (H) =

{{1,5},{3,4},{2,4,5}}.

5.1.2 Enumération des traverses minimales : contexte

Etant donné un hypergraphe #, le probléeme THG (Transversal Hypergraph Generation)
consiste a générer 'hypergraphe transversal 7 (H) de H. Le probleme THG apparait dans de
nombreux domaines comme l'intelligence artificielle et la logique [52, 53, 54], la biologie [41], la
fouille de données et I'apprentissage automatique [71], les télécommunications [117], etc. Pour
une liste plus complete d’applications, nous renvoyons & [72]. Le probléme de décision associé,
appelé probleme THD (Transversal Hypergraph Decision), consiste & déterminer si un hyper-
graphe Ho est 'hypergraphe transversal d’un premier hypergraphe H;.

Dans le pire des cas, un hypergraphe peut avoir un nombre exponentiel de traverses minimales
en le nombre de sommets ou d’hyperarétes. Par exemple, I’hypergraphe contenant 2n sommets
et n hyperarétes disjointes de cardinal 2 a exactement 2" traverses minimaleslﬂ Dans le meilleur
des cas, chaque sommet est une hyperaréte et le nombre de traverses minimales est 1. La figure
qui suit illustre ces cas extrémaux.
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Comume la sortie du probleme THG peut étre exponentielle en la taille de I’entrée, le probleme
n’appartient pas a la classe des problemes polynomiaux. Une question encore ouverte est de
savoir si le probleme est output-polynomial, autrement dit si la complexité dans le pire des cas
est polynomiale en la taille de I’entrée et de la sortie. La complexité du probleme de génération
THG est étroitement liée a celle du probleme de décision THD. Il est clair que si THG est
output-polynomial dans le pire des cas, alors THD peut étre résolu en temps polynomial. De
plus, THD est clairement dans la classe co-NP et Eiter [52] a démontré que s’il était co-NP-
complet, alors THG n’est pas output-polynomial a moins que P=co-NP.

4. Il faut choisir un sommet parmi 2 dans chaque hyperaréte.
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L’algorithme de Fredman et Khachiyan [62] est I’algorithme avec la meilleure borne de com-
plexité connue pour générer les traverses minimales. Il est output-quasi-polynomial et son temps
d’exécution est d’ordre NOUgN) ayec N la taille de Ientrée plus celle de la sortie. D’autres
algorithmes sont en pratique plus efficaces (voir [55]) mais aucune borne de complexité n’est
donnée. Dans ce chapitre, nous étudions ’algorithme MTMINER défini par Hébert, Bretto et
Crémilleux [75] qui s’inspire des algorithmes de type APRIORI en fouille de données [21]. I est
clairement output-exponentiel dans le pire des cas mais nous verrons que sa complexité géné-
rique [81] peut étre bien différente.

Contrairement & tous les résultats précédents, nous adoptons dans ce chapitre une approche
probabiliste. Il existe plusieurs analyses probabilistes de la structure d’hypergraphe. Un mo-
dele tres répandu est la distribution uniforme sur les hypergraphes k-uniformes dont toutes les
hyperarétes sont de cardinal k [20, 50, 94]. Ravelomanana a étudié dans [109] la création et
la croissance des composantes dans des processus continus d’hypergraphes aléatoires. Plus ré-
cemment, De Panafieu [44] a développé un modele aléatoire d’hypergraphes non-uniformes et
a étudié leurs structures lors de la naissance de composantes complexes. Il existe une analyse
probabiliste des traverses minimales d’hypergraphes aléatoires. Dans [125], les auteurs montrent
qu’avec la distribution uniforme sur les hypergraphes a n sommets (sans contrainte sur le nombre
d’hyperarétes), le probleme THG est presque stirement output-polynomial. En fait avec ce mo-
dele, les hypergraphes a n sommets ont presque stirement un nombre exponentiel d’hyperarétes
et méme l'algorithme naif qui parcourt tout ’espace de recherche est presque siirement output-
polynomial. A notre connaissance, ce sont les seuls résultats probabilistes connus sur les traverses
minimales.

5.2 Liens avec la fouille de données

En collaboration avec Arnaud Soulet et Frangois Rioult, je me suis intéressé pendant ma
these a I'analyse probabiliste des motifs fréquents et des motifs fermés dans une base de données
tabulaire aléatoire [16, 17]. Mes travaux sur les traverses minimales découlent de ces premiers
travaux. Dans ce contexte, une base de données est un triplet B = (O, A, R) avec R une relation
binaire entre deux ensembles finis O = {01,09,...,0n} et A ={a1,a9,...,a,}. Les éléments de
A sont appelés attributs (ou items) alors que les éléments de O sont les objets (ou transactions).
En pratique, les attributs sont des propriétés que les objets possedent ou non. Par exemple,
I’objet voiture peut avoir comme attributs couleur blanche, citroen, occasion.

La base de données peut se représenter de maniére transactionnelle ou bien avec une ma-
trice. Dans la représentation transactionnelle, chaque ligne décrit un objet et contient la liste
des attributs en relation avec cet objet. Dans la représentation matricielle, chaque ligne de la
matrice représente un objet et chaque colonne représente un attribut. Le coefficient d’indice
(i,7) vaut 1 si et seulement I’objet o; est en relation avec l'attribut a;. La figure suivante donne
les représentations matricielle et transactionnelle de la méme base de données.

O O e o6 o
o, | oo |of1]1 01:4,5
09 2, 3, 5
o, |0 |1 [1 01 e
O3 1 1 0 1 0 04:1,2,3
oo | 1] 1]1]0]o0
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Sur le site du FIMIH (Frequent Itemset Mining Implementations), il est possible de télécharger
de nombreuses données réelles mises sous forme transactionnelle.

Nous appelons motif tout ensemble d’attributs. Pour un seuil de fréquence v > 0, un motif
est dit y-fréquent s’il est présent dans au moins v objets. Par exemple, le motif X = {2,3}
est présent dans deux objets oy et 04. Autrement dit, X Noy = X Nos = X. Le motif X est
par définition 1 ou 2-fréquent mais n’est ni 3 ni 4-fréquent. Voici la liste des motifs 1-fréquents,
ordonnés selon leur taille, de I’exemple précédent :

0,

{1}, {2}, {3}, {4}, {5},
{12}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,5}, {4,5},
{1,2,3}, {1,2,4}, {2,3,5}.

Pendant ma these, j’ai réalisé avec mes co-auteurs dans [16, 17| les premiéres analyses probabi-
listes du nombre de motifs fréquents dans une base de données aléatoire. Nous avons considéré
plusieurs modeles ou les lignes de la représentation matricielle sont générées par des sources sur
l'alphabet {0,1}. Les sources étudiées étaient par exemple des sources de Bernoulli de parameétre
fixé, des chaines de Markov et méme des sources dynamiques dans [13]. Dans le pire des cas
(matrice avec uniquement des 1), le nombre de motifs fréquents est exponentiel en le nombre
d’attributs. A l'inverse avec une matrice nulle, seul le motif vide est fréquent. Nos analyses
donnent des informations plus fines. Lorsque le seuil de fréquence « croit linéairement avec le
nombre d’objets, le nombre de motifs fréquents est en moyenne polynomial en le nombre d’at-
tributs. Si au contraire le seuil reste constant alors que la base grandit, le nombre de motifs
fréquents devient exponentiel en le nombre d’attributs et polynomial en le nombre d’objets. Ces
résultats ont été obtenus avec des modeles assez généraux. Dans [15], les expériences sur les bases
du FIMI faites avec un modele de Bernoulli multivarié montrent que les résultats théoriques sont
trés proches de la réalité.

Fort de ces résultats positifs, nous nous sommes intéressés aux motifs de la bordure négative.
Un motif appartient & la bordure négative s’il n’est pas vy-fréquent et si tous ses sous-ensembles
stricts le sont. Pour simplifier, prenons v = 1. Alors les motifs de la bordure négative avec
I’exemple précédent sont :

{1,5}, {3,4}, {2,4,5}.

Pour les trouver, il suffit de vérifier la propriété avec les motifs qui manquent parmi les motifs
fréquents. D’un point de vue algorithmique, calculer les motifs de la bordure négative est équi-
valent a générer les traverses minimales d’un hypergraphe. Précisément si B = (O, A, R), alors
I'hypergraphe Hp = (V, &) est défini par V = {1,2,...,n} et £ = {e1,e9,...,en} avec pour
1=1..m,

e; ={j€{1,2,...,n} | Pobjet o; n’est pas en relation avec 'attribut a;}.

Les traverses minimales de Hp sont exactement les motifs de la bordure négative de B. La
figure suivante illustre ce résultat avec ’exemple de base de données précédent. Il se trouve
que ’hypergraphe Hp est donné par 'hypergraphe de la section précédente dont les traverses
minimales sont bien les motifs de la bordure négative calculée un peu plus tot.

5. http://fimi.ua.ac.be/
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Base B Hypergraphe Hp
O DO 06
o,]0|lo0|l0o|1]1
o, 0|1 |1]0]1 >
o,|1|1]l0]|1]0
o,|1|1|1]0]0

Bordure négative

Traverses minimales
{1,5}, {3,4}, {2,4,5}.

L’analyse probabiliste des motifs de la bordure négative revient a faire 'analyse probabiliste des
traverses minimales. Comme les modeles de Bernoulli donnaient de bons résultats avec les motifs
fréquents, nous avons décidé de conserver ces modeles pour 'analyse des traverses minimales.

5.3 Modeles d’hypergraphes aléatoires

Nous considérons deux modeles probabilistes d’hypergraphes aléatoires. Le premier est pa-
ramétré par un seul parametre p €)0, 1] alors que le second a autant de parametres que de
sommets. Dans les deux cas, les modeéles partagent les hypotheses suivantes.

(C1) Le nombre d’hyperarétes est au plus polynomial en le nombre de sommets n : il existe

(a, B) € RT tel que m = n®.

(Cq) SiH=(V,E) avec V ={1,2,...,n} et £E={E1, Ey,...,Ey}, on note X, ; la variable
aléatoire qui vaut 1 si ’hyperaréte E; contient le sommet j, 0 sinon. Alors la famille
(Xi,j)i=1..m,j=1..n forme une famille indépendante de variables aléatoires.

Dans les applications, la condition (C]) est raisonnable car on trouve assez rarement des bases
dont B dépasse 6 ou 7. Pour 8 = 6 et un nombre de sommets n = 100, le nombre d’hyperarétes
m seraient de 'ordre du milliard! D’un point de vue théorique, nos résultats n’exigent pas tous
la condition (C1) et peuvent étre étendus au cas ou m est exponentiel en n. Dans ce cas, la
génération des traverses minimales devient trivialement output-polynomial puisque la taille de
I’entrée est exponentielle en n tout comme le nombre maximal de traverses minimales.

La condition (C5) est discutable, surtout dans le cadre de la fouille de données. Cette condi-
tion suppose qu’il n’y a pas de corrélations entre les sommets alors que la fouille de données
cherche justement a mettre en évidence ces corrélations. C’est contradictoire mais nos expé-
riences avec les motifs fréquents montrent que ce type d’hypotheéses n’est pas dénué d’intérét.
De plus, constater que des motifs ont un comportement qui s’écarte d’un comportement aléatoire
est aussi une information.

5.3.1 Modéele a un parametre

Le premier modeéle est le plus simple et s’inspire du modele G(n, p) introduit par Erdés-Rényi
[56, 57] pour les graphes aléatoires.
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Définition 4 (Modéle HG(n, m,p).) Soit p €]0,1[ et (m,n) € N2. Le modéle HG(n,m,p)
suppose que la famille de variables aléatoires (X ;)i=1.m,j=1..n forme une famille indépendante
et identiquement distribuée de variables aléatoires de méme loi de Bernoulli de paramétre p.

Le modele a un parametre entraine que tous les sommets ont le méme comportement proba-
biliste. C’est une hypotheése non réaliste mais ce modeéle simple permet des analyses probabilistes
plus précises. De plus, nous nous appuierons sur les résultats dans ce premier modele pour les
étendre au modele multivarié.

Le modele a un parametre suppose que la probabilité p est fixée. En fait, nos résultats
s’appliquent lorsque p tend lentement vers 0 ou 1. Précisément, nous supposons que p vérifie les
inégalités

1—67ﬁ <p<efﬁ.

Cet encadrement se justifie a I’aide des calculs mais sera tres utile dans le modeéle multivarié.

5.3.2 Modele a plusieurs parametres

Le gros défaut du premier modele est qu’il donne le méme comportement a tous les som-
mets. Dans le modele multivarié, nous ne supposons plus que les sommets appartiennent & une
hyperaréte avec la méme probabilité. Chaque sommet a sa propre probabilité ce qui est plus
proche des bases de données réelles.

Définition 5 (Modéle HG(n,m,g)) Soit g : N —]0, 1[ une fonction. Pouri € N, nous posons
pi=g(i) et g =1—p;.

Le modéle HG(n,m,g) suppose que la famille de variables aléatoires (X@j)i:l“m,j:l“n forme
une famille indépendante de variables aléatoires. De plus pour tout ¢ = 1.m et j = 1.n, X, ;
suit une loi de Bernoulli de parametre p;.

Avec ce modele, la fréquence d’apparition de chaque sommet peut étre contrdélée. Les analyses
mettent en évidence trois types de sommets qui ont un role différent dans les asymptotiques.
— Les sommets ubiquitaires sont présents dans presque toutes les hyperarétes. Pour une
constante x > 0, nous dirons que le sommet 7 est ubiquitaire si p; > 1 — ->. L’ensemble
des sommets ubiquitaires est noté U.
— Les sommets rares solnt présents dans peu d’hyperarétes. La probabilité d’'un sommet rare
1 vérifie p; < 1 — e Wn. Nous notons R ’ensemble des sommets rares.
— Les autres sommets forment l'ensemble S =V \ {U U R}.
Nous verrons que le nombre de sommets rares est un parametre important pour controler le
nombre moyen de traverses minimales.

5.4 Résultats obtenus dans le modeéle univarié

Comme une traverse minimale est a la fois une traverse et non-redondante, nous avons
étudié le comportement probabiliste des traverses, des non-redondants et finalement des traverses
minimales. Cette section résume les résultats obtenus pour le modele a un parametre.

5.4.1 Nombre moyen de traverses

Soit X un ensemble de sommets de cardinal j € [1,n]. Comme chaque sommet appartient a
une hyperaréte avec la probabilité p, la probabilité que X intersecte une hyperaréte F; € £ est
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1 — ¢’ avec ¢ = 1 — p. La probabilité que X intersecte les m hyperarétes est alors donnée par
(1 — ¢’)™. La proposition suivante décrit la proportion de traverses par niveau (3 cardinal fixé)
et découle de calculs élémentaires qui consistent essentiellement a remplacer j par des valeurs
bien choisies.

Proposition 9 Pour j = 1..n, T; est la variable aléatoire qui compte le nombre de traverses
de cardinal j dans un hypergraphe. Dans le modéle aléatoire HG(n, m,p), le nombre moyen de
traverses de taille j € [1,n] est

E[T}] = (’;) (1—g)™ (5.1)

Considérons j de la forme

1
j =logim+logi x, :L‘G],—FOO[-
q q m

(1) Six <1/ <lnn x log1 m>, le nombre moyen de traverses de cardinal j tend vers zéro, i.e.,
q

B[T] = o(1).

(13) Si x tend vers O (avec x minoré par 1/m afin de rester positif), le nombre de traverses de

cardinal j est négligeable par rapport au nombre de sous-ensembles de sommets de méme taille,

ie. B[T}] =0 ((})).

(131) Si x = ©(1), le nombre moyen de traverses est proportionnel au nombre d’ensembles de

cardinal j. Précisément, E[Tj] ~ (}) exp(—1/x).

(iv) Si x tend vers 400, alors presque tous les ensembles de taille j sont des traverses, i.e.,
1

BT ~ () (1-3).

(v) St x > p/Inlnn, alors Uécart-type de T vérifie

Inn
o1y} =0 (EmITE).
L’inégalité de Bienaymé-Chebyshev entraine que le nombre de traverses de cardinal j est presque
strement proche de son espérance et vérifie pour tout € > 0,

T,
g (‘Em] !

Notez que par rapport a l'article [4], nous avons corrigé la borne de = dans le cas (i) ol une
parenthese est mal placée. La propriété de concentration autour de la moyenne décrite par le
cas (v) est fondamentale pour obtenir des bornes inférieures presque siires sur le nombre de
traverses minimales. Cette propriété est aussi intéressante puisqu’elle s’applique aux cas (ii7) et
(7v) mais aussi en partie au cas (i7).

> e) =0 (nile*Q In? n) — 0.

5.4.2 Nombre moyen de non-redondants

Un ensemble X de cardinal j est non-redondant si pour tout sommet k£ € X, il existe une
hyperaréte E; telle que E; N X = {k}. La probabilité que E; N X = {k} est p¢’ L. La probabilité
quil n’existe pas de sommet k de X tel que F; N X = {k} est 1 — jpg’~!. En séparant les
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hyperarétes contenant exactement un sommet des autres hyperarétes en contenant 0 ou plus de
deux, nous trouvons que la probabilité que X soit non-redondant est

P[X non redondant] = Z (k;l m k) (pg’ (1 = jipg )™ "
) s vy

Il est possible de majorer la probabilité précédente par

m)! ;

P[Xnon redondant| < - qu_l 7. 5.2
| < o ) (52)

Cette formule revient & choisir une hyperaréte E;, pour chaque sommet k de X (ily a m!/(m—j)!
choix possibles). Ensuite X est non-redondant deés que X NE;, = {k} pour tout k. La probabilité

de cet évenement est (qu _1)J . La proposition suivante s’appuie sur 'inégalité et montre que
le nombre moyen de non-redondants est quasi-polynomial.

Proposition 10 Le nombre moyen de non-redondants dans le modéle aléatoire HG(n, m,p) est

d’ordre
n m! , ;
O ) ———(pg )" Inn |,
((Jo) (m — jo)! (™) )

. 1 1 1
jo = |=logimn— =logilogs mn+ =log1 2p|,
2 q 2 q q 2 q

avec

ot x| est le plus petit entier supérieur ou égal a x.

Il est possible de calculer une asymptotique précise en insérant la valeur de jo dans le O. En ne
gardant que le terme dominant, le comportement quasi-polynomial devient plus clair puisque le
terme dans le O est d’ordre

1 2
exp (4’ g (mn)® 1+ 0(1))> .

Nous ne sommes pas parvenus & faire une analyse par niveau précise des non-redondants mais
ce résultats suffit pour donner une borne de complexité de I'algorithme M TMINER.

5.4.3 Nombre moyen de traverses minimales

Le raisonnement sur la probabilité d’étre non-redondant s’adapte aux traverses minimales.
Un ensemble X de cardinal j est une traverse minimale s’il est non-redondant et s’il est une
traverse. Pour toute hyperaréte E;, la probabilité que X intersecte E; en exactement un sommet
est pg . Comme X est non-redondant, tout sommet de X intersecte au moins une hyperaréte
en exactement 1 sommet. D’un autre coté, la probabilité que F; intersecte X en au moins 2
sommets est 1 — ¢/ — jpg?~!. En séparant les hyperarétes contenant exactement un sommet des
hyperarétes en contenant au moins 2, nous trouvons que la probabilité que X soit une traverse
minimale est

P[X est une traverse minimale | = Z (kl " 1 > (p’ ") (1= ¢ — jpg? )™ "
) s vy
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Avec des considérations similaires a celles utilisées pour les non-redondants, il est possible de
majorer la probabilité précédente par

P[X est une traverse minimale] < ﬁ(qu_l)j(l - quj_l)m_j. (5.3)
m—j)!
La proposition suivante s’appuie sur l'inégalité et montre que le nombre moyen de tra-
verses minimales est quasi-polynomial en le nombre de sommets et d’hyperarétes.

Théoréme 12 Considérons le modéle HG(n,m,p) avec m = fn®, f > 0 et a > 0. Il existe
une constante positive ¢ := c(a, B,p) telle que le nombre moyen de traverses minimales est

d(a)logi m+clnlnm
Oln q ,

avec d(a) =1 sia <1 etd(a)= % sinon.

Le théoreme donne une borne supérieure sur la taille moyenne de la sortie du probleme
THG de génération des traverses minimales. En combinant ce résultat avec I'inégalité de Markov,
nous obtenons une borne supérieure presque siire du nombre de traverses minimales dans un
hypergraphe aléatoire. Afin d’étudier la complexité générique du probleme THG, nous devons
aussi trouver une borne inférieure presque stire. Ce type de résultats s’obtient en étudiant les
moments d’ordres supérieurs comme la variance mais nous ne sommes pas parvenus & mener a
bien les calculs. Cependant, en reliant les traverses minimales aux traverses et en utilisant la
propriété de concentration de la proposition @]—(U), nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 11 Soit € €]0,1[. Dans le modéle aléatoire HG(n,m,p), le nombre M de traverses
minimales vérifie
P(M < €E[Ty]) = o(1)

avec Ty 'ensemble des traverses de taille £ = logy fg—p + 1. Rappelons que E[Ty] est donnée par
q

n
la formule et vérifie E[T,] = () (1 — ¢*)™.

Encore une fois, la borne obtenue est quasi-polynomiale en m et n puisque nous avons
In(n) - In(m
M (1 + 0(1))) .

[ Ing]
Nous disposons maintenant de tous les résultats pour montrer que l'algorithme MTMINER
est presque stirement output-polynomial dans le modele HG(m,n,p). Mais avant d’introduire
I’algorithme MT Miner, nous présentons les résultats obtenus avec le modele multivarié.

E[Ti] = exp (

5.5 Résultats obtenus dans le modeéle multivarié

Le modele aléatoire HG(n,m,g) donne un role différent & chaque sommet. Précisément,
un sommet j appartient & une hyperaréte avec une probabilité p; = g(j) qui lui est propre.
Nous posons ¢g; = 1 — p;. Dans ce modele, nous avons distingué trois familles de sommets qui
influencent différemment les asymptotiques.

— L’ensemble U des sommets ubiquitaires est formé des sommets u € V tels que ¢, < -

pour une constante x fixée. )

— L’ensemble R des sommets rares est tel que pour tout r € R, p, <1 — ¢ n.

— Finalement, I’ensemble des autres sommets S =V \ {U U R}.
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5.5.1 Borne inférieure sur le nombre de traverses

Nous posons u, la valeur moyenne des probabilités ¢, go, - . . , g, S0it
1 n
Hn = — Z qi-
i

Si T(H) désigne le nombre de traverses dans I'hypergraphe #, le nombre moyen de traverses
dans le modele HG(m,n, g) est donné par

ET) =Y (1-]]a™

Xcv icX

[X|>1
En utilisant I'inégalité de Bernoulli (1 —¢)™ > 1 — mt et I'inégalité géométrique, nous obtenons
la proposition suivante.

Proposition 12 Dans le modéle HG(n,m, g), le nombre moyen de traverses est borné inférieu-
rement par 2" —m(1 + p,)".

5.5.2 Borne supérieure sur le nombre de non-redondants

La proposition [12| donne indirectement une borne sur le nombre de non-redondants. En effet,
il y a au plus m(1 + p,)™ ensembles de sommets qui ne sont pas des traverses et dans le pire
des cas, ils sont tous non-redondants. Pour compter le nombre de non-redondants, il faut encore
ajouter les traverses minimales. Mais chaque traverse minimale a un sous-ensemble strict qui
est non-redondant et chaque non-redondant donne naissance a au plus n non-redondants. Nous
obtenons ainsi le point 1 de la proposition suivante.

Proposition 13 Dans le modéle HG(n,m,g), le nombre de non-redondants vérifie les bornes
sutvantes.

1. Le nombre moyen de mon-redondants (et donc de traverses minimales) est borné par
O(mn(1 + up)™).
2. Le nombre moyen de non-redondants contenant uniquement des sommets de O U U est

quasi-polynomial d’ordre O((nmIn \/ﬁ)i Inn(lnrm—2nlnn—Inln /m )).

3. Si |R| = O((Inn)€) avec ¢ une constante, le nombre moyen de non-redondants est quasi-
polynomial.

4. La probabilité d’avoir un nombre polynomial de non-redondants contenant au moins un
sommet ubiquitaire tend vers 1.

Le point 1 de la proposition [13| n’est pas tres précis mais il peut facilement étre interprété.
Si p, tend vers 0, alors beaucoup de sommets sont présents dans presque toutes les hyperarétes
et il faut peu de sommets pour faire une traverse minimale. Si u,, tend vers 1, alors les sommets
ont tendance & devenir ubiquitaires et il faut combiner beaucoup plus de sommets pour obtenir
des traverses minimales. Ceci explique le comportement exponentiel.

Les résultats 2 et 3 rendent plus précis le role asymptotique des événements rares. Le nombre
de non-redondants est exponentiel en le nombre de sommets rares et quasi-polynomial en les
autres sommets. Si le nombre de sommets rares est d’ordre logarithmique, alors I'influence des
sommets rares reste quasi-polynomial asymptotiquement. D’un autre coté, le résultat 4 montre
que les sommets ubiquitaires ont un réle polynomial dans ’asymptotique du nombre de non-
redondants.
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5.5.3 Nombre moyen de traverses minimales

Les traverses minimales étant des non-redondants, le théoréeme suivant est une conséquence
directe de la proposition

Théoréme 13 Dans le modéle HG(n,m,g), le nombre M de traverses minimales vérifie les
propriétés suivantes.

- Si |[SUR| =0O(Inn), alors E[M] est au plus polynomial.

- Si |R| = O((Inn)¢) avec ¢ une constante, alors E[M] est au plus quasi-polynomial.

—- Si|R| = ©(n), alors E[M] est au plus exponentiel en |R)|.

5.6 Analyse de I’algorithme MTMINER

5.6.1 Présentation de I’algorithme et complexité moyenne

L’algorithme MTMINER a été créé par Hébert, Bretto et Crémilleux [75] en s’inspirant
d’algorithmes de la fouille de données comme APRIORI [21]. L’algorithme effectue un parcours
en largeur du treillis des ensembles de sommets en appliquent des régles d’élagage a chaque
niveau. Au niveau j, l'algorithme calcule les non-redondants formés de j sommets. Parmi les
non-redondants, certains sont des traverses minimales et ils sont stockés dans une structure de
données. 11 est alors inutile de tester tous les sur-ensembles des traverses minimales trouvées car
ils ne seront plus non-redondants. A I'inverse si un ensemble n’est pas redondant, il ne pourra
pas étre complété en une traverse minimale et il est aussi inutile de tester ses sur-ensembles. Les
ensembles non-redondants restants de cardinal j sont utilisés pour construire les non-redondants
de taille j + 1. MTMINER est décrit par I’algorithme

Algorithme 5 : Algorithme MTMINER.

Entrée: Un hypergraphe H = {V, £} avec n sommets et m hyperarétes
Sortie: Les traverses minimales de ‘H
MT := {{v}| v € V, {v} est une traverse}
Ny :={{v}| v € V\ MT,v appartient & au moins une hyperaréte}
j=1
tant que N, # () faire
pour tout préfixe P avec PU {v;}, P U {vy} € N, faire
W = PU{’Ul}U{Ug}
si W est non-redondant alors
si W est une traverse alors
ajouter W a MT
sinon
ajouter W a Njq
fin si
fin si
fin pour
j=Jj+1
fin tant que
retourner MT

Chaque non-redondant de taille j peut étre étendu en au plus n — j non-redondants de taille
j + 1. Le test de chaque candidat peut se faire en temps polynomial et la complexité de MT-
MINER est alors d’ordre O(Poly(m,n)N) avec N le nombre de non-redondants. En appliquant
les propositions [I0] et [L3}3, nous obtenons les bornes de complexité moyenne suivantes.
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Proposition 14 (i) Soit jo donné par la proposition[10} Dans le modéle HG(n,m,p), il existe
une constante positive ¢ telle que la complexité moyenne de ’algorithme MTMINER est

M m! jo—1y\Jo nn
O((m+”) <j0>(m_]-0)!(19q )71 )

(i7) Dans le modéle HG(n,m,g), si |R| = O((Inn)¢) avec ¢ une constante, alors la complexité
moyenne de MTMINER est au plus quasi-polynomiale.

Le théoreme [12] montre que le nombre moyen de traverses minimales est quasi-polynomial en
le nombre de sommets. La proposition [14] montre que la complexité moyenne de MTMINER est
aussi quasi-polynomiale en le nombre de sommets avec un ordre de grandeur relié polynomiale-
ment au précédent. Ces résultats suggerent que MTMINER est en moyenne output-polynomial
mais ils ne suffisent pas a le démontrer. Il faut aussi s’assurer que la taille de la sortie n’est
pas trop souvent trop petite par rapport a la complexité totale de I'algorithme. Pour cela, nous
disposons de la borne inférieure presque-siire sur le nombre de traverses minimales donnée par
la proposition En combinant ces résultats, nous obtenons le théoreme suivant.

Théoréme 14 Considérons le modéle aléatoire HG(n, m,p) avec m = fn®, § > 0 et a > 0.
Sous ce modéle, la complexité générique du probléme THG de génération des traverses mini-
males est output-polynomiale. Précisément pour tout € > 0, l’algorithme MTMINER génere les

(a+1)2
traverses minimales d’un hypergraphe aléatoire en temps O ((M +n)t 1 ) avec une proba-

bilité asymptotiquement 1 ou M est le nombre de traverses minimales.

Autrement dit, le probleme THG est presque stirement output—polynomial. Ce résultat donne
une réponse positive mais probabiliste au probleme de savoir si THG est dans le pire des cas
output-polynomial.

5.7 Perspectives

Dans ce chapitre nous avons adopté un point de vue probabiliste sur le probleme de génération
des traverses minimales. Nous avons analysé en moyenne les traverses, les non-redondants et les
traverses minimales dans les deux modeles HG(m,n,p) et HG(m,n,g). Nous avons parfois
obtenu des résultats précis mais aussi assez souvent des bornes supérieures qui sont toutes
quasi-polynomiales. Nous avons aussi montré qu’en moyenne et & condition de ne pas avoir
trop de sommets rares, générer les traverses minimales peut se faire presque slirement en temps
output-polynomial.

Les outils mathématiques utilisés pour prouver ces résultats relevent surtout du dénombre-
ment, de la méthode des moments et de calculs asymptotiques de sommes. Ces outils conduisent
a des calculs qui ne contribuent pas a la bonne compréhension structurelle du probleme. La com-
binatoire analytique s’appuie au contraire sur la structure du probleme mais nous ne sommes
pas parvenus a ’appliquer avec les traverses minimales. Pourtant plusieurs travaux mélant hy-
pergraphes et combinatoire analytique existent. Par exemple, Ravelomanana et Laza Rijamamy
[109] ont travaillé avec un modele d’hypergraphes aléatoires dont la taille augmente avec le
temps. Ce genre de modeéle correspond a la démarche de certains algorithmes qui travaillent
de maniere itérative sur des hypergraphes de plus en plus grands. L’étude de la complexité
moyenne du calcul des traverses minimales serait clairement intéressante dans ce contexte, sur-
tout si la combinatoire analytique s’applique. De Panafieu [44] a aussi introduit un modele riche
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d’hypergraphes aléatoires et a appliqué la combinatoire analytique pour étudier 1’évolution de
la structure des hypergraphes. La encore, analyser la complexité de génération des traverses
minimales pourra peut-étre se faire avec de la combinatoire analytique.

Ce chapitre s’inscrit plus largement dans le cadre de ’extraction de motifs dans les bases
de données. Les traverses minimales correspondent aux motifs de la bordure négative. Pendant
ma these, j’ai analysé le nombre moyen de motifs fréquents et fermés mais il en existe beaucoup
d’autres. L’analyse de ces motifs constitue un projet de recherche a long terme mais palpitant
de par les applications qui en découlent.
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Conclusion

Dans ce mémoire, j’ai présenté plusieurs exemples d’analyses d’algorithmes dans trois do-
maines de 'informatique : les algorithmes du PGCD ou de réduction de réseaux euclidiens, la
théorie de I'information et la fouille de données. Dans tous ces travaux, ’aléa est présent mais
prend différentes formes.

Les travaux autour des algorithmes du PGCD et leurs généralisations (chapitres [2] et
sont dans la continuité de mes travaux de theses. Des trois domaines cités plus haut, c’est tres
probablement celui que je maitrise le mieux et il correspond un peu a ma zone de confort.
Compte tenu de la diversité des algorithmes existants et non encore analysés, les projets de
recherche ne manquent pas. Il me Sembleﬁ] que l'analyse en moyenne de certains algorithmes du
PGCD en dimensions supérieures sont accessibles (Jacobi-Perron et Selmer par exemple). Un
véritable défi sera de généraliser les techniques d’analyses en distribution développées par Baladi
et Vallée pour deux entrées (avec des bornes a la Dolgopyat sur les opérateurs de transfert) a
la dimension supérieure. Un autre axe de recherche serait ’étude des algorithmes du PGCD
agissant sur d’autres ensembles que les polynomes et les entiers (entiers de Gauss par exemple).
D’un point de vue plus méthodologique, nous avons mis en évidence des lois limites béta. Ces
lois sont rares en combinatoire analytique et il serait intéressant de caractériser des structures
combinatoires qui conduisent & des lois béta. Tous ces travaux contribueraient a étendre un peu
plus le cadre applicatif de la combinatoire analytique ou de ’analyse dynamique.

Le chapitre [4] présente mes travaux en théorie de I'information. Avec Manuel Lladser, nous
avons mis en évidence une loi limite gaussienne pour un motif caché tres simple, composé de
deux lettres, et donc sans autocorrélation. L’intérét de ce travail réside surtout dans la méthode
dont je pense qu’elle peut étre étendue, dans un premier temps, & un motif & deux mots avec des
corrélations simples. Mon apport le plus important en théorie de I'information réside plutot dans
le calcul explicite des taux d’entropie (relative) généralisés et renormalisés. Ces travaux sont le
fruit d’une collaboration de pres de 10 ans avec Valérie Girardin. Ce sont les connaissances
acquises en analyse fonctionnelle et autour de la manipulation (formelle ou analytique) des
séries génératrices qui ont contribué a ’aboutissement de ces travaux. Dans un travail en cours,
nous projetons avec Valérie de donner une interprétation plus probabiliste de nos résultats. A
plus long terme, nous prévoyons d’étendre nos travaux a des sources dont le taux d’entropie de
Shannon est nul.

Pour terminer, mon travail de recherche en lien avec la fouille de données est présenté au
chapitre 5| Ce travail sur les traverses minimales s’inscrit dans une démarche personnelle, com-
mencée pendant ma these, qui vise a rapprocher la fouille de données et les analyses probabilistes
d’algorithmes. Les deux domaines utilisent souvent les mémes objets (graphes, hypergraphes,
treillis, motifs, séquences, algorithmes) mais collaborent trés peu entre eux. Je suis convaincu
que les deux domaines ont un intérét mutuel a collaborer ensemble. Les analyses probabilistes

6. Il faut étre prudent car les analyses peuvent réserver des surprises désagréables...
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peuvent aider a quantifier 'information dans les bases de données en comptant le nombre moyen
de motifs par exemple. Elles peuvent aussi expliquer le comportement de certains algorithmes,
voire optimiser le choix des algorithmes selon le contexte. D’un autre c6té, la fouille de données
impose des contraintes issues des applications qui nécessitent de concevoir des modeles aléatoires
adaptés. Faire évoluer les méthodes de la combinatoire analytique pour intégrer ces modeles
aléatoires est d’'une part un challenge mathématique, et d’autre part viendra enrichir I’analyse
d’algorithmes de nouvelles approches qui pourront probablement étre réutilisées dans d’autres
applications. Dans 'avenir, j’aimerais vraiment m’inscrire davantage dans cette démarche.
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Résumé

Introduit par Knuth dans les années 60, ’analyse d’algorithmes est un domaine de I'In-
formatique Mathématique qui vise a comprendre le comportement des algorithmes lorsque la
taille des entrées augmente. Le plus souvent, les analyses concernent la complexité en temps ou
en mémoire mais d’autres parametres peuvent aussi étre étudiés. Les analyses dans le pire et le
meilleur des cas se focalisent sur les comportements extrémaux des parametres qui correspondent
généralement & des entrées pathologiques rares dans les applications. Les analyses d’algorithmes
tiennent compte de toutes les entrées et attribuent un poids a chacune d’entre elles. Dans 1’idéal,
une entrée plus fréquente dans les applications a un poids plus important. Ainsi, les analyses
décrivent plus fidelement le comportement typique des algorithmes.

Depuis les années 60, de nombreuses méthodes ont été proposées. Nous en utilisons deux : la
Combinatoire Analytique développée en France depuis les années 80 autour de Philippe Flajolet,
et ’Analyse Dynamique, développée autour de Brigitte Vallée depuis le milieu des années 90. Ces
méthodes reposent sur des manipulations a la fois formelles et analytiques de séries génératrices.
L’Analyse Dynamique s’appuie en plus sur des opérateurs fonctionnels issus de 1’étude des
systemes dynamiques.

Les algorithmes étudiés dans ce mémoire sont en lien avec trois domaines de 'informatique :
les algorithmes du PGCD, la Théorie de 'Information et la Fouille de Données. Apres s’étre
intéressés aux algorithmes calculant le PGCD de deux entiers ou polynémes, nous nous orientons
maintenant vers des généralisations a la dimension supérieure. Ce mémoire présente les résultats
obtenus pour deux types de généralisations possibles : les algorithmes qui calculent le PGCD
de plusieurs entiers ou polyndémes et les algorithmes de réduction de réseaux euclidiens. Dans le
cadre de la Théorie de I'Information, nous étudions une grandeur caractéristique des sources :
les taux d’entropie. Nous nous intéressons aussi a la fréquence d’une famille de motifs dans un
texte produit par une source. Finalement, nous étudions la complexité d’extraire les motifs de
la bordure négative en Fouille de données, ou de maniére équivalente, a la complexité de générer
I’hypergraphe transversal d’un hypergraphe aléatoire.

Bien que les domaines et les objets abordés soient tres différents, 1’aléa et ’analyse d’algo-
rithmes structurent tous les travaux présents dans ce mémoire.

Mots-clés: Analyses d’algorithmes, combinatoire analytique, analyse dynamique, algorithmes

du PGCD, réduction de réseaux euclidiens, Théorie de I'Information, taux d’entropies, extraction
de motifs dans les bases de données, hypergraphes.
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