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Dans ce cours, nous allons commencer par définir le cadre de I'analyse d’al-
gorithmes tel qu'il a été fondé par Don Knuth (avec sa série de volumes The
Art of Computer Programming) dans les années 60, et popularisé et déve-
loppé depuis notamment par Philippe Flajolet [59, 136] en France. Nous utili-
sons essentiellement des techniques issus de la combinatoire analytique. Nous
ne prétendons pas couvrir tout le champ de 'analyse d’algorithmes, puisqu’il
existe d’autres approches comme celles basées sur des techniques probabilistes.

Nous examinons dans ce cours deux types de problemes qui correspondent
a des travaux récents [15, 35]. Nous étudions en premier lieu I'analyse en
moyenne et en distribution du calcul de PGCD de plusieurs polyndmes ou en-
tiers. Le cas des polynomes est traité via une approche relativement standard
en combinatoire analytique a base de manipulations formelles de séries géné-
ratrices. Le cas des entiers est évidemment plus difficile et technique mais, a
haut niveau, les étapes de I'analyse sont similaires. Ensuite nous changeons
de champ d’application en présentant une méthode générale appliquée aux al-
gorithmes classiques de tri et de recherche. Cette méthode cherche a analyser
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plus finement ces algorithmes en tenant compte du mécanisme (qu’on appel-
lera source) qui produit les données en entrée.

3.1 Analyse d’algorithmes

3.1.1 Contexte

L’analyse d"un algorithme consiste a déterminer les ressources de calcul
nécessaires (le plus souvent temps et espace) a I’exécution de I'algorithme. La
taille d"une donnée est en général reliée assez « naturellement » a la place mé-
moire utilisée. Ainsi la taille d’un tableau sera souvent le nombre d’éléments
du tableau. Pour un entier m, on aura recours au nombre de bits nécessaires
a sa représentation. La taille d’un mot sera sa longueur, et celle d"un arbre
sera le nombre de nceuds, etc. Une fois la taille définie, on regroupe les don-
nées d'un ensemble C par taille, et I'on considere I’ensemble des données de
taille n

Ch={r €C; [z|=n},

ott || désigne la taille de x.

On associe alors a un algorithme A fonctionnant sur cet ensemble de
données un parametre de cotit ¢ défini sur C (en général a valeurs entiéres)
relatif soit a I'exécution méme de cet algorithme sur la donnée = (place mé-
moire, nombre d’opérations fondamentales comme des comparaisons, des
affectations...), soit a la configuration de sortie produite (comme le degré du
PGCD dans le calcul du PGCD de 2 polyndmes de Z[X ] par 'algorithme d"Eu-
clide). Une analyse de complexité cherche a caractériser 1’évolution d"un pa-
rametre en fonction de la taille n de la donnée. Si ¢, est la restriction de ca C,,,
on peut définir la complexité dans le meilleur des cas et dans le pire des cas,
M,, et P, par

M, = inf{cn(’}/) | Y€ Cn}a P, = Sup{cn(’Y) | Y€ On}

Ces deux notions sont intéressantes puisqu’elles donnent un encadrement du
parametre c,. Lanalyse de complexité en moyenne, c’est-a-dire 1'étude de ¢,
sur C,, comme variable aléatoire, permet de préciser encore les choses. Il faut
définir bien stir un modele probabiliste sur C,, spécifiant la répartition des
données en entrée. La variable ¢,, devient une variable aléatoire. Par exemple
I'espérance de la variable ¢, :

Elen] = kPlen = k],
k
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donne une information sur le comportement de I’algorithme en moyenne sur
des données de taille n. On peut bien stir aller plus loin et analyser également
les autres moments ou encore la distribution. La problématique générale de ce
chapitre est celui de I'analyse de complexité en moyenne.

Le modele probabiliste le plus utilisé et le plus simple pour les entrées
est le modele uniforme sur C,. Un exemple classique est celui des tris a base
de comparaisons qui considere n nombres réels tirés de fagon indépendante
selon une loi de probabilité continue sur [0, 1]. En raisonnant directement
sur 1'ordre, cela revient a choisir une permutation de maniére uniforme dans
{1,...,n}.

Les diverses notions d’analyse (pire des cas, meilleur des cas et cas en
moyenne) sont bien distinctes. Un algorithme trés peu efficace sur certaines
configurations dans le pire des cas et pratiquement linéaire en moyenne,
constitue en fait un algorithme efficace la plupart du temps (donc utilisable
en pratique, quitte a laisser de coté les configurations génantes).

3.1.2 Exemples d’algorithmes

Dans ce chapitre, nous illustrons les concepts de I’analyse en moyenne
sur plusieurs exemples d’algorithmes. Le premier est un algorithme arithmé-
tique qui calcule le PGCD de plusieurs entrées. Nous donnons ensuite plu-
sieurs algorithmes de tri et de recherche (souvent enseignés dans les cours
d’algorithmique de base) en détaillant un peu plus l'algorithme de tri rapide
aussi nommé Quicksort, trés utilisé en pratique.

Algorithme naif pour le PGCD de plusieurs entrées

Le calcul de PGCD est souvent considéré comme la cinquieme opération
arithmétique avec 1’addition, la soustraction, la multiplication et la division.
Abondamment utilisée lors de la simplification des fractions rationnelles,
cette opération est aussi fondamentale dans certaines applications comme le
calcul de bases de Grobner ot le calcul de PGCD représente une large part du
temps d’exécution (voir [149]).

Dans cet article, nous nous intéresserons aux algorithmes du PGCD dont
les entrées sont des entiers ou des polyndmes sur un corps fini a ¢ éléments
F,. L'algorithme le plus connu est certainement 1’algorithme d’Euclide décrit
dans le livre VII des "Eléments” d’Euclide [51]. Selon Knuth, c’est "le grand-
pere de tous les algorithmes car c’est le plus vieil algorithme non-trivial ayant sur-
vécu jusqu’a aujourd hui”". L'algorithme effectue une succession de divisions
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euclidiennes jusqu’a trouver un reste nul. Le dernier reste non nul est le PGCD
(voir algorithme 1).

Algorithme 1 Euclide(z1, z2) : calcule le PGCD de z; et x2

> p(x) = deg x si  est un polynéme

> p(x) = |x| siz est un entier

if p(z1) < p(z2) then
échanger x; et z

end if

while 25 # 0 do
Division euclidienne : &1 = o - ¢ + 1 avec u(r) < p(z2)
(z1,22) + (229,7)

end while

return x;

D’autres algorithmes utilisent des divisions différentes (centrée, binaire,
paire, impaire, o- euclidienne, plus-moins, etc.) mais la structure générale
reste identique. L’analyse dynamique, décrite a la section 3.2.2, a permis une
compréhension fine du comportement probabiliste de la plupart de ces al-
gorithmes qui agissent sur deux polyndmes ou deux entiers [143, 144]. En
revanche, les algorithmes agissant sur plusieurs entrées sont tres peu étudiés.
Nous nous limitons ici au cas de l'algorithme dit "naif" qui calcule le
PGCD de / entrées x1,...,x¢ avec £ > 2 (voir algorithme 2). Décrit dans le
livre de Knuth [88], c’est un algorithme "naturel" qui effectue une suite de
¢ — 1 appels a un algorithme de PGCD sur deux entrées. Nous choisissons ici
I'algorithme d’Euclide. Précisément, posons y; := z1, alors pour k € [2..0],
I'algorithme calcule y;, := PGCD(xj,yk—1) = PGCD(x1,2,...,x)). Le PGCD
est donné par yy := PGCD(z1, Z2, . . ., x¢) et est obtenu apres ¢ — 1 phases. Une
légere amélioration consiste a arréter 1’algorithme des que le PGCD a la fin
d’une phase est trivial (égal a 1 pour les entiers ou un polynéme de degré 0
dans le cas des polynomes).
Nous proposons a la section 3.4 une analyse fine de plusieurs parametres
décrivant le comportement de cet algorithme.

Algorithmes de tri et de recherche

Nous présentons ici cinq exemples d’algorithmes. Trois sont des algo-
rithmes de tri (tri rapide Quicksort, tri insertion et tri a bulles) et deux sont
des algorithmes de sélection (recherche « naive » du minimum d’un tableau
ainsi qu'une variante utilisant la méme approche que Quicksort).
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Algorithme 2 PGCD(z1, ..., x¢) : calcule le PGCD de z1, ..., 2,

> p(x) = deg z si « est un polyndome
> u(x) = |z| si z est un entier
Y1 =7
fori =2to/do
Yi :Euclide(yi_l, CL‘Z‘)
if y; est trivial (y; = 1 ou deg y; = 0) then
return 1
end if
end for
return y,

Le pseudo-code de ces algorithmes est donné ici. Nous 1’espérons suffi-
samment explicatif et nous n’en détaillons pas vraiment le fonctionnement.

Par exemple, 1'algorithme de tri le plus connu est certainement 1'algo-
rithme de tri rapide ou Quicksort, que I'on peut écrire de maniere récursive
(pour plus de précisions voir par exemple [135]). Cet algorithme utilise le
principe « diviser pour régner ». Toutes les clefs sont comparées a la pre-
miere clef du tableau utilisée comme pivot. Au cours du partitionnement, les
clefs de valeur inférieure a celle du pivot sont disposées sur la gauche du ta-
bleau et celles dont la valeur est supérieure sont placées a droite. A la fin du
partitionnement , le pivot est situé a sa place définitive. Ensuite 1’algorithme
QuickSort trie récursivement les deux sous-tableaux.

Algorithme 3 InsSort(V,n)

Ensure: Sorts the array V[1..n] (Insertion sort)
for i from 2 to n do
for j from i to 2 do
if V[j — 1] > V[j] then
swap(V T, V1) - 1)
else
break > exit the inner loop
end if
end for
end for
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Algorithme 4 Quicksort(V, left, right)

Ensure: Sorts the subarray V[left..right]
> Recursive function to be called for an array V[1..n] : Quicksort(V,1,n)
> Partition(V,1,j) rearranges the subarray V[i..j] according to its first element
Vi], called the pivot, and returns the position of the pivot after partitionning
if left < right then
k « Partition(V, left, right)
Quicksort(V,left,k —1)
Quicksort(V,k + 1, right)
end if

Algorithme 5 BubSort(V, n)

Ensure: Sorts the array V[1..n] (Bubble sort)
forifrom1ton —1do
for j from n downto i + 1 do
if V[j — 1] > Vj] then
swap(V[j — 1], V[j])
end i
end for
end for

Algorithme 6 SelMin(V,n)

Ensure: Returns the minimum of the array V[1..n] (naive)

Min « V1]
for i from 2 ton do

if V[i] < Min then

Min < Vi

end if
end for
return Min

Algorithme 7 QuickMin(V,n)

Ensure: Returns the minimum of the array V[1..n] (variation of Quickselect)
if n =1 then
return V1]
end if
right < n
k < Partition(V,1, right) > Partition was defined in Quicksort
if £k = 1 then
return V[1]
else
return QuickMin(V,1,k—1)
end if
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3.2 Meéthodes

3.2.1 Combinatoire analytique
Classes combinatoires et séries génératrices

Une classe combinatoire est un ensemble C muni d"une application taille
notée |-| : C — N et tel que 'ensemble C,, = {v € C;|vy| = n} des objets de
taille n soit fini pour tout n > 0.

Si on note (), = Card(Cy,), la série génératrice C'(z), dite « ordinaire »,
associée a la classe combinatoire C est la série formelle

C(z) = Zzh' ZC’z

yel n>0

On note [2"|C(z) = C,,. L'étude des séries génératrices de langages fait plus
naturellement mtervemr des séries génératrices ordinaires. Une autre forme
de série génératrice, dite exponentielle, est plus adaptée aux structures dites
étiquetées mais nous ne les utilisons dans ce chapitre.

La série C(z) est univariée et ne permet que d’énumérer les classes d’ob-
jets. L'analyse d’algorithmes vise plus souvent a analyser un parametre c en
fonction de la taille de 1’objet. Les séries génératrices bivariées ont un pouvoir
d’expression plus grand puisqu’elles prennent en compte deux parameétres
conjointement (I'un d’eux étant la taille). En notant C,, , = {y € Cy,;¢(y) = k}
et (), = CardC,, 1, on obtient alors des séries bivariées a deux variables

C(z,u) = Zzhluc(w = Z Cnykz"uk.

veC n,k>0

Remarquons qu’on a toujours C(z) = C(z,1).

La valeur moyenne du parametre c sur les données de taille n (ici en sup-
posant une distribution uniforme sur C,,) s’obtient par dérivation de la série
génératrice bivariée par rapport a la variable u, aussi appelée série généra-
trice cumulée

C(z) = %(zmﬂuzl, et Ele,] = Zk 'k = [z”]gg § (3.1)

En dérivant encore, on a accés a la variance ou encore aux moments de la

variable aléatoire. La distribution de probabilité du cofit ¢ peut étre étudiée
avec la série génératrice C(z,u), a l'aide de la relation

[2™ ui]C(Z,u)‘

Fulen =4 = ")
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Pour terminer, les probabilités Plc, > m] s’expriment a 'aide de la “série

génératrice bivariée cumulée” définie par

~ i S A[m] P
Ciml(z) o= SOz, u), et Pley > m] = W

i>m

(3.2)

Les relations précédentes découlent toutes de la définition formelle des séries
génératrices associées au cofit c et a la taille sous-jacente. La méthode sym-
bolique vise a donner des expressions aux séries génératrices en exploitant la
structure du probleme.

Méthode symbolique

On dispose de dictionnaires mettant en relation constructions combina-
toires et opérations sur les séries génératrices. C’est un des grands intéréts de
la méthode symbolique. Une fois la structure combinatoire bien comprise, on
calcule assez facilement les séries génératrices correspondantes.

Dans un souci de simplicité, nous rappelons informellement le principe
de la méthode symbolique uniquement pour le cas des classes combinatoires
«non étiquetées ».

Les structures décomposables non étiquetées sont définies a partir de
classes combinatoires et d’opérations sur ces classes :

— La classe des atomes, le plus souvent constituée d’objets de taille 1,

est la classe de «base », notée traditionnellement Z.
— La classe des éléments vides (de taille 0) notée £. (Généralement, il
n’y a qu'un seul élément vide.)
— L'union disjointe C = A® B de deux classes A et 3, définiesi ANB =
0.
— Le produit cartésien C = A x B = {(a, f); (o, B) € A x B} de deux
classes A et B.
— L'opérateur SEQ, étendant le produit cartésien a un nombre fini d’en-
sembles permet de construire la classe des séquences finies d’objets
de la classe A.
Il existe d’autres constructions comme par exemple les opérateurs SET, CYC
ou encore MSET correspondant respectivement aux classes obtenues en
considérant un ensemble d’éléments (par rapport a la séquence, on oublie
I'ordre et on interdit les doublons), un cycle d’éléments (un séquence «circu-
laire») et un multiensemble d’éléments (les répétitions sont permises).

On autorise aussi des définitions par des systemes d’équations qui
peuvent étre récursifs, mais sous certaines conditions. En effet les classes
doivent étre bien définies.
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On a alors un dictionnaire qui permet de traduire les constructions com-
binatoires en séries génératrices. Pour les constructions les plus communé-
ment rencontrées on a par exemple

Combinatoire série gén.
acZ 2l
ect =1

C=AaB C(z) = A(z) + B(2)
C=A-B C(z) = A(z) - B(2)
C = SEQ(A) C(z) = ﬁm

Ce genre de dictionnaire s’étend au cas des séries multivariées si le parametre
de cott est additif par rapport au produit cartésien : si v = (o, 3), c(v) =
c(a) + c(p).

L'opérateur SEQ est omniprésent lors de 'analyse des algorithmes du
PGCD puisque généralement, ce sont les quasi-inverses (ici 1/(1 — A(z))) qui
ont un role majeur d’un point de vue analytique.

Analyse complexe

Le point de vue de la combinatoire analytique est de regarder les séries
génératrices non plus comme des séries formelles mais comme des fonctions
de la variable complexe. Pourvu que la fonction soit analytique et possede
un rayon de convergence strictement positif, le développement en série de
Taylor en 0 redonne exactement les coefficients de la série. On se référera
utilement a [59] pour des explications rigoureuses et détaillées.

On extrait en principe facilement le coefficient C,, = [2"]C(z) grace a la
formule de Cauchy.

Théoreme 3.2.1 (Cauchy). Soit C(z) un fonction analytique dans une région V
simplement connexe de C contenant I'origine et I une courbe simple fermée, orientée
positivement, a l'intérieur de V, qui encercle 0. On a

106 = 5 [ Clom

L'intérét de cette formule est qu’elle exprime le coefficient a I’aide d"une
formule intégrale. En effet, grace a cette formule, une étude fine des singula-
rités (i.e., les endroits ot la fonction C(z) cesse d’étre analytique) donne des
informations sur le comportement asymptotique de la suite (C;,). De plus les
séries génératrices que nous rencontrons, de par leur nature combinatoire,
sont tres particuliéres. Par exemple les coefficients sont tous positifs ou nuls
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puisqu’ils comptent des objets, d’ot1 I'on déduit 'existence d"une singularité
dominante (de plus petit module) réelle positive (théoreme de Pringsheim).

En faisant passer le contour d’intégration pres de cette singularité do-
minante, et sous certaines conditions tres générales (une seule singularité de
plus petit module), on obtient des résultats qui permettent de relier le com-
portement asymptotique des coefficients avec le comportement de la fonction
au voisinage de la singularité.

Plusieurs théoremes de transfert existent et nous renvoyons a [59] pour
une présentation tres complete. Au chapitre 3.4, nous utilisons par exemple
le résultat de transfert suivant.

Lemme 3.2.2. Considérions une fonction f(z) = g(2)/(1 — qz)’ avec j > 2 et
une fonction g(z) qui est analytique dans le disque |z| > 1/q vérifiant g(1/q) # 0.
Alors,

["1f(z) =g (i) <n ji; 1) ¢"—d (2) (n ji ) 2)q"‘l +0 (073" .

Le résultat précédent reste vrai si g admet des poles simples isolés sur le cercle “poin-
te” {|z| =1/q,z # 1/q}, des que j > 3.
Nous rencontrerons d’autres transformations intégrales (comme la for-

mule de Rice [115, 125]) qui permettent d’exprimer des propriétés asympto-
tiques des coefficients des fonctions considérées.

3.2.2 Analyse dynamique

Principalement développée depuis le milieu des années 90 par Brigitte
Vallée, I’analyse dynamique a d’abord servi a 1’étude d’algorithmes arithmé-
tiques comme les algorithmes d’Euclide et de Gauss, puis a permis de mo-
déliser une classe de sources de symboles : les sources dynamiques. Dans
cette section, nous présentons de maniere succincte I’analyse dynamique et
nous renvoyons a [144] pour une présentation plus compléte. L'analyse dy-
namique est une méthode générale qui s’applique a toute une classe d’al-
gorithmes du PGCD sur les entiers. La section 3.4, consacrée a 1’analyse de
I'algorithme naif, s’appuie sur cette méthode.

Analyse dynamique et combinatoire analytique

Un point clé de la combinatoire analytique est la méthode symbolique
qui transforme des opérations sur les structures combinatoires en des opéra-
tions sur les séries génératrices. Cette phase cruciale s’appuie sur des proprié-
tés d’additivité de la taille et du parametre étudié. Malheureusement, la taille
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et/ou les parametres lors de I’analyse des algorithmes du PGCD sur les entiers
n’ont plus nécessairement ces propriétés ce qui rend la méthode symbolique
difficile a appliquer. L’analyse dynamique utilise un chemin détourné qui est
équivalent a la méthode symbolique mais qui s’appuie sur des outils des sys-
témes dynamiques. Nous en détaillons maintenant les principales étapes.

Séries génératrices

Nous conservons ici les notations de la section 3.2.1. La classe combi-
natoire C est munie d’une application taille notée |-| : C — N telle que 1’en-
semble C, = {y € C;|y| = n} des objets de taille n est fini pour tout n > 0
de cardinal C,, = Card(C,). Les analyses dynamiques dans le cadre des
sources ou des algorithmes du PGCD utilisent essentiellement des séries gé-
nératrices de type Dirichlet. La série génératrice de Dirichlet C(s) associée a
I'ensemble C est la série formelle

C’(s)zz ! Cn.

— = —
~yeC hl n>1 n

Les séries de Dirichlet sont bien adaptées lorsque la taille satisfait une pro-
priété multiplicative. C’est le cas avec les entiers puisque pour deux entiers
v et d, |v4]° = |y|°|6]°. Dans le cas d’une source sans mémoire, si p,, dé-
signe la probabilité d’émettre le mot w, alors la probabilité d’émettre le mot
w1 - w (concaténation des mots w; et wo) vérifie la propriété multiplicative
Dy ws = Py Py - NOUS retrouverons des exemples de séries de type Dirichlet
a la fois pour 'analyse de l’algorithme naif du PGCD et pour l’analyse des
algorithmes de tri dans les sections3.4.5 et 3.3.5.

Comme pour les séries ordinaires, la série univariée C'(s) ne permet que
d’énumérer les objets de taille donnée. Pour 1’analyse d"un parameétre c, il est
préférable d’utiliser la série génératrice bivariée

wfO)

k
C(S,U) = Z -3 — Z Cn,klsv
s Th
ot Cp = {7y € Cu;c(y) = k} et Cp j, = CardC,, ;. Remarquons qu’on a tou-
jours C(s) = C(s,1).

Pour les séries de Dirichlet, il est souvent uniquement possible d’étudier
la somme des coefficients pour n < N. C’est pourquoi nous introduisons
I'ensemble 2y = U,<nC,, des entrées dont la taille est au plus N et dont le
cardinal est donné par

CardQy = > Cp.

n<N
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Les ensembles 2y sont munis de la distribution uniforme. Dans ce cas, I'espé-
rance d'un cofit c sur €2, dont la restriction a Q2 est notée cy, s’obtient par
dérivation de la série génératrice bivariée par rapport a la variable u, aussi
appelée série génératrice cumulée,

R <yn”? C(s
C(S) = 8£(s,u)|u:1 et ]E[CN] = %n;g{n—s}c’gs;’

o (3.3)

ou [n~°]C(s) désigne le coefficient C, de la série C(s). De méme,
[n~*u*]C(s,u) désigne le coefficient C,, . de C(s,u). En dérivant encore, on
a acces a la variance ou encore aux moments de la variable aléatoire.

De maniere similaire aux séries ordinaires, la distribution de probabilité
du cofit ¢ peut étre étudiée avec la série génératrice C(s, u), via la relation

D S G
ZnSN[nS]C<S)

Pley =] =

Pour terminer, les probabilités Plcy > m] s’expriment a 1'aide de la “série

/i

génératrice bivariée cumulée” définie par

N . <7’ Cll(s
Clm(s) := Z[u’]C(s,u), et Pley >m| = Z{:_ZE,[J*]C(S() ) (3.4)

>m

Analyse complexe et extraction des coefficients

Comme dans le cas des séries ordinaires, le comportement des séries de
Dirichlet autour des singularités dominantes (ici, la singularité ayant la plus
grande partie réelle) est 1ié a I'asymptotique des coefficients. En particulier,
la position et la nature de la singularité jouent un role déterminant.

Cependant, ce transfert est plus difficile a obtenir pour les séries de Diri-
chlet. L'outil de base reste la formule de Cauchy mais ici, les cercles centrés en
0 (cas des polyndmes) sont remplacés par des droites verticales non bornées.
Pour cette raison, nous utilisons ici le théoréme taubérien de Delange [41],
qui ne concerne que les séries de Dirichlet a termes positifs et qui ne donne
pas de terme de reste.

Théoréme 3.2.3 (Delange). Soit F(s) = >, - ann™° une série de Dirichlet a
termes non négatifs telle que F'(s) converge pour R(s) > o > 0. Supposons aussi :

(i) F(s) est analytique pour R(s) = o, s # o,
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(14) 1l existe v > 0, tel que
F(s) = A(s)(s — o) 77" + C(s),

ot A, C sont analytiques en o, avec A(c) # 0.
Alors, pour N — oo,

@) e
,,g]:van_OT(’Y‘f'l)N log” N [1—|—5(]\/')]7 E(N)—)()'

Il est tout a fait possible d’obtenir “un extracteur” avec des termes de
reste en utilisant la formule de Perron [50] combinée avec la formule de Cau-
chy. La formule de Perron exige des conditions plus fortes et plus difficiles a
démontrer a gauche de la droite verticale Rs = o. Dans ce cours, nous nous
limitons volontairement au théoreme de Delange qui nous permettra de dé-
montrer une version affaiblie du théoréme 3.4.10 a la section 3.4.5, sans terme
de reste.

Systemes dynamiques et branches inverses

Comme pour les séries ordinaires, les opérations sur les structures com-
binatoires peuvent se traduire en des opération sur les séries de Dirichlet. En
revanche, il est nécessaire que la taille vérifie une propriété multiplicative de
la forme |(z,y)| = |z|ly|. Malheureusement, cette propriété n’existe pas lors
de I'analyse des algorithmes du PGCD et la méthode symbolique doit étre
adaptée a ce contexte. C’est a ce stade qu’intervient ’analyse dynamique.

La premiere phase d"une analyse dynamique consiste a voir ’algorithme
comme un systeme dynamique. Dans ce cours, nous nous limitons aux sys-
témes dynamique de l'intervalle. Un systéme dynamique de l'intervalle est
un couple (I,S) avec I un intervalle (généralement [0, 1]) et S une appli-
cation de I dans lui-méme. L'intervalle I est muni d’une partition topolo-
gique (I,)meyx avec X' un ensemble fini ou dénombrable. La restriction de S
a chaque intervalle de la partition est supposée C? et strictement monotone
par morceaux. Pour tout élément m € X, 'image par la fonction de décalage
S de l'intervalle I,,, est un intervalle J,,. La restriction S : I,, — J,, défi-
nit une bijection dont la bijection inverse, notée h,, : J,, — I,, est appelée
branche inverse. Nous noterons H I’ensemble des branches inverses.

L’algorithme d’Euclide est intimement lié au systéme dynamique des
fractions continues. Précisément, si a = b - ¢ + r est une division euclidienne,
alors les rationnels y = et z = £ appartiennent a l'intervalle I = [0,1] et



68 Chapitre 3. Analyse d’algorithmes

0 0
0 3 Jil " 1 0 i il i 1

FIGURE 3.1 — Exemple de mécanisme de source associée au développement en frac-
tion continue. A gauche, la transformation Spc(x) = {1/x}. A droite, la fonction
de codage qui sera décrite dans la section consacrée aux sources (section 3.3).

vérifient y = Spc(x) avec

Spc(r) = {i} ;

et {z} la partie fractionnaire de z. Autrement dit, une étape de 1’algorithme
d’Euclide correspond a une itération du systeme dynamique des fractions
continues. La fonction de décalage Sr¢ est C?, strictement croissante et sur-
jective sur chaque intervalle de la partition (/,,,)men+ avec

1 1
Im::|7n+17m:| et hm:I—>Im, hm(l'):

m+x

Une représentation de Sr¢ est donnée par la figure 3.1.

Notez que les branches inverses sont toutes des homographies de dé-
terminant 1. Comme la composée de deux homographies de déterminant 1
est également une homographie de déterminant 1, I’ensemble des branches
inverses de profondeur k, notées H* = {g1 o ---o g : Vi, g; € H}, est égale-
ment formé d’homographies de déterminant 1. Nous posons #* I’ensemble
de toutes les branches inverses H* = Ug>oH".

Pour une entrée (u,v) avec u > v, I'algorithme d’Euclide (voir 'algo-
rithme 1) calcule une suite de quotients (m1, ..., m,) et construit le dévelop-
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pement en fraction continue propre de v/u donné par

= = hml o hmz ©:--0 hmp_l o hmp (O)

mp—1 + —
P
mp

avec my > 2.1l existe aussi un développement impropre de v/u donné par

E = hml o hmg 0---0 hmp,l ] hmp—l o hl(O)

En outre, si v/u = h o g(0) avec h € H, g € H* pour un certain k, et compte
tenu que g et h sont des homographies de déterminant 1, nous avons les re-
lations fondamentales pour ’analyse des algorithmes du PGCD

1 1 1 1

! — = & !
5(hog)(0) et — PGCD (1, v)2”

w PGCD(u,v) ©)- 39

Opérateurs de transfert

L’évolution des données au cours de I'algorithme d’Euclide est tres liée a
la dynamique du systéme sous-jacent. L'outil principal qui décrit I'évolution
d’un systeme dynamique est le transformateur de densité, qui s’exprime en
fonction des branches inverses comme

Gf1(t) = D [Pa(®)]f © hun()1,,(2). (3.6)

mex

Intuitivement, si f est la densité de x sur l'intervalle I, alors G|[f] est la den-
sité de S(x). Autrement dit, 'opérateur G permet de suivre I'évolution des
données apres chaque itération du systéme S.

L’analyse dynamique exprime les séries génératrices en fonction des
opérateurs. Les séries génératrices étant de Dirichlet, il s’avere tres utile
d’ajouter un parametre complexe s au transformateur de densité. Nous obte-
nons l'opérateur de transfert,

GlfI(t) = > ()2 F 0 han(t)1,,, (x). (3.7)
meX

qui fut introduit par Ruelle dans [130]. Pour i € H*, ’ensemble de définition
de h est noté Jj,. En particulier, si h = h,, pour m € X, alors Jj, = J;,,. Le
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k-iéme itéré de G, s’exprime simplement en fonction des branches inverses
de profondeur k,

GLfIt) = D IO f o h(t)Ly, (@),
heMk
et le quasi-inverse (I — G) ! fait intervenir toutes les branches inverses
(I-Go)' A1) =D GESfI) = > W@ f o h(t)1y, (2).
k>0 heH*

Par exemple, I'opérateur de transfert associé au systéme dynamique des frac-
tions continues vérifie

G.[f](t Z( FnF (mit) (3.8)

Séries génératrices et opérateurs de transfert

Une étape importante de ’analyse dynamique consiste a exprimer les
séries génératrices a I'aide des opérateurs de transfert. Il existe une méthode
symbolique qui transforme des opérations sur les branches inverses en opé-
ration sur les opérateurs. Ces opérations formelles sont par exemple utilisées
pour I'étude de problémes de pattern-matching [24, 25] mais dans notre cas,
un calcul direct est possible.

L’idée fondamentale pour obtenir 1’expression alternative des séries en
fonction des opérateurs est la suivante : a tout couple d’entiers (u, v) avec u >
v > 0, on associe la branche inverse du développement en fraction continue
propre h (dont le dernier quotient est nécessairement > 2) et le PGCD noté
y. Nous obtenons une bijection, qui combinée avec les relations 3.5, peut par
exemple étre utilisée pour le calcul de la série suivante

Y =3 Y wo 0% L= (R0 (TG0 (39)
u>1 0<v<u yEN* heH*oF
ouF ={hpy:m>2} CHet
=S WO oh®), () =3
heF n>1

A la section 3.4, nous nous intéressons a une série trés proche. Nous obtenons
un résultat similaire (voir la proposition 3.4.8) en employant exactement les
mémes arguments et nous utiliserons en plus le développement impropre
pour éviter de voir apparaitre I'opérateur F.
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Propriétés spectrales et singularités des séries

En analyse dynamique, les singularités des séries génératrices sont prin-
cipalement apportées par le quasi-inverse (I — G4)~!. D’un point de vue
analytique, le quasi-inverse n’est pas défini lorsque 'opérateur G, admet 1
comme valeur propre. L’analyse des singularités des séries se rameéne donc a
une analyse du spectre des opérateurs.

Le spectre d'un opérateur dépend de l'espace sur lequel il agit. Par
exemple, le transformateur de densité G associé au systéme dynamique
des fractions continues admet le disque unité (dans C) comme spectre lors-
qu’il agit sur l'espace de fonctions de module intégrable L'([0,1]). En re-
vanche, lorsqu’il agit sur I'espace des fonctions continuement différentiables
C1(]0,1]), muni de la norme ||f|| = supjo,1) | f| + supjo 1) | /', 'opérateur est
quasi-compact : il admet une unique valeur propre de plus grand module (ici
1) isolée du reste du spectre par un saut spectral (voir [12]). C’est la propriété
de Perron-Frobenius. La quasi-compacité des opérateurs est fondamentale
pour les analyses dynamiques. L'analyse de l'algorithme du PGCD “plus-
moins” est encore un probleme ouvert car il n’existe pas d’espace fonctionnel
connu qui entraine la quasi-compacité des opérateurs de transfert.

Les propriétés spectrales des opérateurs de transfert associés aux frac-
tions continues sont maintenant bien connues. Pour s > 1, 'opérateur G est
quasi-compact et admet une unique valeur propre dominante simple, réelle
et positive, notée A(s). Par perturbation analytique, cette propriété reste vraie
dans un voisinage complexe de la demi-droite réelle {®s > 1}. La fonction
s — A(s) est strictement décroissante et comme Gy est un transformateur de
densité, A\(2) = 1. Sur chaque droite verticale {Rs = o} avec o > 1, le rayon
spectral de G atteint son maximum sur 1’axe réel pour s = o. Toutes ces
propriétés mises ensembles montrent que le quasi-inverse (I - G;) ! est ana-
lytique sur le demi-plan {Rs > 2} sauf en s = 2 ot il admet une singularité
(car 1 est valeur propre de Gy).

Plus précisément, comme G, possede une unique valeur propre de plus
grand module \(s) isolée du reste du spectre par un saut spectral, 'opérateur
admet une décomposition spectrale de la forme

Gs = As)Ps+ Ry,

avec P le projecteur sur 1’espace propre associé a A(s), R, ’opérateur associé
au reste du spectre (de rayon spectral < A(s)) et Pso Ry = Rso Py = 0. Le
quasi-inverse s’écrit alors

Als)

(I-Gy) ' = 1=

P, +(I-Ry)™*
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La valeur propre A(s) étant simple, s = 2 est un pdle simple pour le quasi-
inverse.

Le quasi-inverse vérifie toutes les hypotheses du théoréme taubérien de
Delange (Théoreme 3.2.3) ce qui permet de I'appliquer par exemple a la série
génératrice (3.9).

3.3 Sources de symboles

On consideére ici une source qui produit un flot infini de symboles. On
cherche un modeéle qui s’approche le plus possible de la « réalité » tout en
restant utilisable théoriquement (i.e., un modele qui ne soit pas « vide » et
permette de mener des calculs a terme). Par ailleurs cette section s’inspire
d’une section d’un livre a paraitre [33].

La production de symboles est un phénomene discret dans le temps. On
peut ainsi s'imaginer qu’a chaque coup d’horloge, un nouveau symbole est
émis par la source. Le choix du symbole a émettre peut prendre en compte
un grand nombre de parameétres. Nous décrivons ici plusieurs sources dont
le mécanisme est probabiliste : deux sources tres utilisées — les sources sans
mémoire (appelées aussi sources de Bernoulli) et les chaines de Markov-, les
sources dynamiques (basées sur le principe des systémes dynamiques déja
présentés) et également un modele completement général de source probabi-
lisée.

Soit ¥ = {a1,as....,a,} un alphabet fini 1. Une notion tres importante
va jouer un role dans la suite, il s’agit de la probabilité quun mot infini X €

o™ commence par un préfixe w € X*, appelée probabilité fondamentale.

Définition 3.3.1 (Probabilités fondamentales et cylindres). Supposons une me-
sure de probabilité P définie sur I'ensemble des mots infinis (a droite) 3. La proba-
bilité fondamentale associée au préfixe fini w € X* est

o = P(w - 5V).
L’ensemble des mots infinis Cy, = w - XN admettant w comme préfixe fini est éga-

lement appelé cylindre associé a w. La famille {Cy,}wes+ suffit a décrire tous les
sous-ensembles de XN

1. L'alphabet peut souvent étre considéré dénombrable infini, mais cela complique la
présentation.
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3.3.1 Sources sans mémoire

Le principe d'une source sans mémoire est simple. On se donne un al-
phabet X' et une loi de distribution des symboles {p, }4cx. Puis, chaque sym-
bole a est émis avec la probabilité p,.

Définition 3.3.2 (Source sans mémoire). Une source sans mémoire sur 'alphabet
X est donnée par une distribution de probabilité sur les symboles {pq }qc s, i.e., avec
Zae 5, Pa = 1. Pour une source sans mémoire et un préfixe fini w = wiws ... wy, la
probabilité fondamentale p., est donnée par

n
Pw = pri-
i=1

La source sans mémoire ne tient aucun compte des symboles précédem-
ment émis : il n'y a aucune dépendance entre deux symboles émis par la
source.

Pour la langue frangaise avec un alphabet de taille 27 (les lettres plus le
caractére espace), une premiere tentative (grossiere) de modélisation consiste
a émettre chaque lettre avec une probabilité 5=. Un exemple typique d’un mot
produit par une telle source est

EDBNZRBIAENHN ZUNKDMXZWHEYMHAVZWHW]Z
UFLKHYCABAOGQBQTSRDNORGCQNXWDPST]BASDEKXHUR.

La deuxieme étape, naturelle, consiste a considérer des probabilités non uni-
formes calculées a partir d"un corpus (ici le tome 1 des Misérables par Victor
HUGO). On obtient alors un mot qui « ressemble » déja plus d’un point de
vue syntaxique a une phrase naturelle en frangais (1’alphabet contient cette
fois-ci les lettres accentuées, les caracteres de ponctuation «;., " ?’- »)

UEANPNAI NYO !AHNAS EERRTQSEPINEIRVIIIVPEIVOGELDVTA EAOIELEVMAEI,’A
TNEIE AEAO. ULNPIOAMET.

Remarques. Cas particulier important : alphabet binaire. Ce sont ces sources qui
sont le plus souvent rencontrées dans les analyses car elles permettent de
donner des résultats plus « lisibles » (car sans trop de parametres et donc
plus facilement interprétables).

— Source binaire sans mémoire symétrique (appelée aussi non biaisée).
Cette source peut-étre vue comme le développement en base deux de
réels choisis uniformément dans [0, 1], mais aussi la limite du modele
uniforme du modele fini équiprobable sur {0,1}* lorsque s — oo.
L'alphabet est {0, 1} et les probabilités d’émettre 0 ou 1 est 1/2. Pour
ce modele on a donc p,, = 1/ 2wl pour tout mot w fini.
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— Source binaire sans mémoire biaisée avec probabilités (p,q = 1 — p)
d’émettre les symboles 0 et 1 (respectivement).

3.3.2 Chaines de Markov

Le prochain échelon a gravir consiste a prendre en compte les dépen-
dances entre les lettres. En effet, la lettre “T” en anglais a toutes les chances
d’étre suivie d'un “H’. En francais, la lettre ‘Q’ sera souvent suivie de la lettre
‘U’. Les chaines de Markov du premier ordre (car il est évidemment pos-
sible d’examiner les dépendances plus lointaines, non réduites a deux lettres
consécutives) permettent de prendre en compte ce type de modele.

Définition 3.3.3 (source markovienne d’ordre 1). Une source markovienne
d’ordre 1 est donnée par un ensemble de probabilités initiales {7y }qcx et une ma-
trice stochastique de transition P = (Py,)(ap)exx s indexée par les lettres de I'al-
phabet en ligne et en colonne. La quantité 7, est la probabilité que la premiere lettre
émise soit a. La quantité py, est la probabilité d'émettre la lettre b connaissant la
lettre a qui vient d’étre émise. La probabilité fondamentale p,, pour un préfixe fini
w=wiws...w, (n>0)est

n
Pw = T pr,-hu,-,l .
=2

Pour générer un texte qui obéisse a ce modele (issu d’un corpus), on peut
utiliser une méthode de type Monte Carlo due a Shannon. Cette méthode per-
met d’éviter le calcul des probabilités a partir du corpus. On choisit un texte
au hasard et on pointe une lettre aléatoirement. Supposons que cette lettre
soit ‘B’. On pointe a nouveau au hasard un endroit du texte et I'on parcourt
le texte jusqu’a rencontrer la lettre ‘B’. Le symbole a émettre est alors le sym-
bole le suivant immédiatement. Ce symbole devient le symbole courant, et
on itere le processus.

Grace a cette méthode, on génére par exemple le texte suivant qui cor-
respond a une chaine de Markov du premier ordre (toujours d’apres le tome
1 des misérables) :

T SSU N CHOIET DETERRNTR DE, ANDES DER CERT EM. IT PAVANDENOR U
UNNTINESOUITEL’A STSITE HURQUSUPA CREUIENEUE.

Plut6t que de prendre des dépendances entre deux lettres, on peut considérer
une « fenétre » sur les derniers caractéres afin d’émettre le prochain symbole
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(la méthode de Shannon s’adapte facilement). On obtient alors des approxi-
mations d’ordre supérieur correspondant a des chaines de Markov d’ordre
supérieur. Par exemple, on a

TREMESTAIT LATTEUR. IL SAINS IN ; DANTE MIENT TREST DRA ; VENDAITE
CHAINERTENTEL VOTE POURE SARQUE LE ENCTIGE SANCE.

(Chaine de Markov deuxieéme ordre).

LE MADAMNATION DE CHAPILEMENT DANS, LUNE BAIT D’AIR DES D’ELLER
SOANE, PROBLEMENTE, DANS LA MAIS D'INSTRATEUR.

(Chaine de Markov troisieme ordre).

En faisant preuve de beaucoup d’imagination et en acceptant les néologismes
au sens trouble, on peut commencer a trouver du sens a cette phrase !

3.3.3 Sources dynamiques.

Une importante sous-classe est formée par les sources dynamiques, étroi-
tement liées aux systemes dynamiques de l'intervalle [142].

On part d'un systeme dynamique (I, S) dont la partition topologique
est {Z,}yex. On munit le systeme (7,.S) d’une application de codage 7 :
I — X qui est égale a o sur Z,. Pour tout élément v de I, le mot M (u)
est le mot qui code la trajectoire (u, Su,S?u,...) a travers 'application T,
M(u) = (7(u), 7(Su), 7(S?u),...).

Toutes les sources sans mémoire (Bernoulli) et toutes les sources de type
chaine de Markov appartiennent a ce cadre général : elles correspondent a des
applications de décalage qui sont linéaires par morceaux. Par exemple, le sys-
teme de numération binaire standard est obtenu en considérant S(z) = {2z}
({-} étant la partie fractionnaire). Les sources dynamiques avec une applica-
tion de décalage non linéaire permettent de prendre en compte tout ou partie
du « passé ». Citons par exemple les sources liées aux fractions continues ob-
tenues avec S(x) = {1/x} (toujours avec {-} la partie fractionnaire) et dont le
systéme est représenté par dans la figure 3.1.

En itérant cette transformation, le développement en fraction continue
de z est obtenu. Ce systéeme de numération est notamment utilisé en algo-
rithmique géométrique pour déterminer le signe d’un déterminant 2 x 2.
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3.3.4 Paramétrisation d’une source de symboles

La tache qui consiste a modéliser une source de symboles en partant
dun texte réel (que ce soit un corpus en langue naturelle, ou encore des
numéros de cartes de crédit) est évidemment ardue. Le modele idéal tient
compte de I'ensemble des caracteéres déja émis pour choisir le prochain sym-
bole, et, pour un alphabet Y, il considere les ensembles {p,, },,c s+ des proba-
bilités d’apparition d'un préfixe w de longueur k&

pw = P{v € XN admet w pour préfixe}.

Définition 3.3.4 (Source probabilisée). Une source probabilisée est donnée par
Uensemble {py, }we s+ avec

VE>0) Y pu=1, (weZ) Y pua=pu.
wexk ack

Cette définition revient juste a dire qu’on définit grace a la famille des
Dw une probabilité sur les cylindres et donc P.
Remarque. La source sans mémoire comme la source markovienne per-
mettent de calculer effectivement les probabilités fondamentales {p,, }wes~
a partir d"une description relativement succincte.

P = 1
0 U t 1
t + + i
Po p1
Poo : por P1o P11
Pooo Poo1 Poio  Poil: P10oo P1o1 Piio P11

- - —t

= G

£

I Il

= o

e =

FIGURE 3.2 — Processus de raffinement pour une source binaire. On illustre égale-
ment la fagon dont deux mots sont associés a deux réels u et t de [0, 1].

La paramétrisation est basée sur le méme principe que celui utilisé pour
le codage arithmétique en compression [132]. Pour chaque longueur k de pré-
fixe, les probabilités {p,, },c o+ définissent une partition de l'intervalle |0, 1[en
un ensemble d’intervalles disjoints appelés intervalles fondamentaux. Cela
est illustré dans la figure 3.2.
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Définition 3.3.5 (Intervalle fondamental). L'intervalle fondamental associé au
préfixe fini w € X* est I, = [ay, by avec

Aoy = Z D, by = Z Pv = Gy + P, (3.10)
v<w v=w
|v|=|w] [v]=|w|

ott la notation ‘<’ désigne I'ordre lexicographique sur les mots. Notons que l'inter-
valle T, admet bien comme mesure p,,.

Lorsqu’on fait grandir la taille des préfixes on obtient des raffinements
successifs de l'intervalle [0, 1]. En effet, on a dans ce modéle pour tout mot w

fixé
E DPw-a = Puw, et Ly, = U Twa-
aeX aeX

Inversement, étant donné cette famille de probabilités fondamentales
{pw }wes+, on définit une application M : [0,1] — XN qui associe (presque
partout) a un réel u de l'intervalle unité Z = [0, 1], un mot infini M (u) € XN,

Définition 3.3.6 (application M). L'application M est définie presque partout par

M: [0,1] — XN
u = M(u) = (mi(u), ma(u), msg(u),...),

ot l'application m; est une application qui a partir d'un réel u donne le i¢ symbole
du mot M (w). Pour un réel u € [0, 1], le symbole m;(u) est la i€ lettre (commune) a
tous les préfixes p de longueur supérieure ou égale a i tels que u € Z,,.

Remarque. L'application est définie presque partout car elle peut étre définie
de plusieurs fagons aux points extrémités des intervalles 2. L'ensemble de ces
points est de mesure nulle et n’aura donc pas d’influence sur I’analyse.

Par exemple le premier symbole de M (u) est obtenu en examinant les in-
tervalles fondamentaux du premier niveau et en renvoyant la lettre qui indice
l'intervalle® contenant u. Le processus est répété pour les symboles suivants
en considérant les raffinements successifs des intervalles. Par construction
pour une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] on a

P(M(U) commence par w) = py,.

2. On peut penser par analogie aux développements impropres par exemple en base 10 :
0,999 --- = 1,0000 our pour les fractions continues.

3. En admettant que cet intervalle est unique, ce qui est vrai sauf sur ’ensemble de me-
sure nulle constitué des extrémités des intervalles fondamentaux.
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Proposition 3.3.7 (Codage de X et mesure image). Soit S une source proba-
bilisée donnée par la famille (py)wes+ et P la mesure de probabilité associée. On
considere les intervalles fondamentaux (Z,,)wex+ et U'application M définie presque
partout (voir définitions 3.3.5 et 3.3.6). Alors la mesure image de la mesure de Le-
besgue X\ sur [0, 1] par M est exactement P.

Démonstration. La mesure image de A par M, notée pour l'instant M (\) est
définie pour n’importe quel sous ensemble B de X par

M(XN)(B) = MM~ !(B)).
Soitw € X*etCp = w - XN le cylindre associé. On a

M(N)(Cu) = M1 (Cy)
=A{u| M(u) € Cyu})
= AMIw)
= Pw-

Comme la famille des C,, suffisent a décrire tous les sous-ensembles de XV,
on peut donc conclure que M (\) = P. O

Cette proposition permet de paramétrer par l'intervalle [0, 1] les mots
infinis : tirer uniformément un mot infini de XN pour une source probabilisée S
(définie par ses probabilités fondamentales (p,,)) revient a tirer uniformément un
réel u de [0,1] et considérer le mot infini M (u). De plus cette paramétrisation
préserve l’ordre lexicographique sur les mots (‘<) par rapport a celui sur les
réels de l'intervalle [0, 1] (i.e.,, u < t < M(u) < M(t)).

3.3.5 Série de Dirichlet de la source

Nos analyses font intervenir diverses séries de type « Dirichlet » de pro-
babilités fondamentales mais les plus importantes sont

A(s)= > ph Als)= D ph = Ax(s). (3.11)

weXk weX* k>0

La série A(s) est toujours non définie en s = 1 (puisque Ax(1) = >, cxk Pw =
1 pour tout £ > 0).

Deux grandeurs caractéristiques de la source jouent un role trés impor-
tant dans la suite. L'entropie h(S) de la source S est définie comme la limite
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(lorsque qu’elle existe) d’'une quantité ot interviennent les probabilités fon-
damentales

-1 . -1d
h(8) = lim —= gkpw logpy = lim —=—Ax(s),.  (312)

La probabilité de coincidence ¢(S) est la longueur moyenne du préfixe com-
mun de deux mots produits aléatoirement par la source

()= 3 12 =AQ).

weX*

Lorsque A(s) est analytique dans un domaine contenant un voisinage de s =
1, les propriétés de régularité de la source s’expriment grace a celles de A dans
ce domaine. Les théoréemes que nous avons établis considerent des sources
dites « domestiquées*» et ce a plusieurs degrés. On utilisera cette notion dans
la section 3.5).

3.4 Analyse des algorithmes euclidiens

Cette section présente des travaux qui ont été publiés par Berthé, Creu-
sefond, Lhote et Vallée [15] a la conférence ISSAC’13. L'algorithme d’Eu-
clide est intimement lié au systeme dynamique des fractions continues (I =
[0,1], Spc) décrit a la section 3.2.2. Précisément si a = b- ¢+ est une division
euclidienne, alors les rationnels y = ; etz = 2 vérifient y = Spc(z). Autre-
ment dit, une itération de 1’algorithme d’Euclide correspond a une itération
du systeme dynamique des fractions continues. L'algorithme d’Euclide peut
aussi étre vu comme une source qui émet a chaque étape un symbole corres-
pondant au quotient de la division euclidienne.

Ce point de vue s’étend a une large famille d’algorithmes du PGCD et
établit un lien trées fort avec les sources. L'analyse dynamique s’appuie impli-
citement sur ce point de vue et lors de ’analyse de 1’algorithme naif agissant
sur les entiers (voir section 3.4.5), nous retrouverons des techniques similaires
a celles utilisées dans le cadre des sources (voir section 3.5).

3.4.1 Contexte et précédents travaux

Les premiéres analyses probabilistes de I'algorithme d’Euclide sur les
entiers sont dues a Heilbronn et Dixon qui ont montré, autour de 1970, que le

4. En anglais on parle de « tameness ».
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nombre moyen de divisions euclidiennes est linéaire par rapport a la taille de
I'entrée [75, 44]. En 1994, Hensley [76] a effectué la premiére analyse en distri-
bution et a prouvé que le nombre d’itérations suit une loi limite gaussienne.
Toutefois, la preuve ne s’étend pas facilement a d’autres parametres de l'al-
gorithme ou a d’autres algorithmes. Depuis le milieu des années 90, ’analyse
dynamique a permis d’analyser toute une classe d’algorithmes euclidiens,
avec une grande classe de parametres [144]. Il est possible d’obtenir des ré-
sultats précis sur le comportement moyen des quotients, de la taille des conti-
nuants, du nombre d’itérations, etc. Akhavi et Vallée ont également analysé
la complexité en bits moyenne [8]. En 2002, Baladi et Vallée [12] ont étendu
la méthode afin d’obtenir les lois limites pour une large classe de cotts dits
additifs et a croissance modérée, incluant le nombre d’itérations. Ce travail a
ensuite été étendu pour 1’analyse en distribution de la complexité en bits [92]
ou l'analyse en moyenne d"un algorithme quasi-linéaire, de type diviser pour
régner [31]. Les analyses dans le cas des polynomes sont plus simples et les
mémes résultats sont obtenus [16, 61, 86, 98].

Si le cas de deux entrées (polyndmes ou entiers) est maintenant bien
compris, la situation est tres différente lorsque 1’on considere plusieurs en-
trées. Avec deux entrées, seule la division est a choisir (euclidenne, centrée,
impaire, etc.). Lorsqu’il y a plusieurs entrées, d’autres choix sont a faire : a
chaque étape, quelles sont les deux entrées a utiliser pour la division : les
deux premieres, les deux plus grandes, deux au hasard ? Une fois la division
effectuée, o1 placer le résultat : au début de la liste, a la fin, au hasard ? Faut-il
ordonner ? etc. Ces choix compliquent les analyses et pour autant que nous le
sachions, il n’existe pas d’analyse en moyenne de ces algorithmes du PGCD.
Notez que l'analyse de 'algorithme naif a été proposée comme un exercice
dans le livre de Knuth (deuxieme édition) [88]. Toutefois, pour une raison
inconnue, I'exercice a disparu dans la troisieme édition.

3.4.2 Analyse dans le cas particulier des polynémes

L’analyse dynamique s’applique a la fois dans le cadre des polynomes et
des entiers. Il est tout a fait possible de présenter les analyses dans les deux
contextes en une seule fois (voir par exemple [92]). Nous préférons ici dis-
socier les deux situations car les analyses avec les polyndmes sont possibles
avec les seuls outils de la combinatoire analytique. Nous commengons donc
par le cadre le plus simple et la section 3.4.5 sera consacrée au cas des entiers.
Les similitudes entre les deux situations seront alors mises en évidence.
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Algorithmes et notations

Cette partie vise a comprendre précisément le comportement probabi-
liste de l'algorithme naif agissant sur £ > 2 polynomes a coefficients dans le
corps a g éléments . Etant donné que l’algorithme est une succession de
phases, il est important de décrire chaque phase d’indice k (k € [1..0 — 1]),
avec les parametres suivants :

(i) le nombre Lj de divisions effectuées au cours de la k-eme phase,

(i4) Dy, le degré du PGCD y;, au début de la k-eme phase.

Nous sommes également intéressés par 1’analyse des parametres globaux :

(¢4i) l'algorithme peut étre interrompu des que D, = 0 et 1l est le

nombre de phases utiles, a savoir :
II =0si Dy =0etIl:=max{k|Dy >0} siD; >0.

(iv) Le nombre total de divisions de 1’algorithme interrompu est défini

comme
L=0sill=0etL=Li+Ly+...+Lgsill >0.

Les entrées possibles sont tous les (-uplets « formés de ¢ polyndmes,
et sans perte de généralité, nous supposerons tous les polyndmes unitaires.
L’ensemble des entrées est noté C = U*, ot U est I'ensemble polyndomes uni-
taires. Ici, la taille de I'entrée z est le degré total du ¢-uplet (et non pas le degré
maximal comme c’est souvent le cas), et nous posons

d(z) = d(z1,22,...,20) :=d(z1) + d(z2) + ... + d(zp)

avec d(z) le degré de z. Les sous-ensembles C,, formés des entrées de taille n
sont des ensembles finis munis de la distribution uniforme .

Dans ce contexte, les parametres d’intérét deviennent des variables aléa-
toires et nous nous intéressons a leurs caractéristiques probabilistes . A 1’aide
de la combinatoire analytique, nous décrivons a la fois le comportement
moyen des principaux parametres cités précédemment (les espérances) ainsi
que les lois limites.

Premiers résultats d’analyse en moyenne

Le théoréme 3.4.1 ci-dessous montre un comportement tres différent
entre la premiere phase et les suivantes. En moyenne, la premiére phase ef-
fectue un nombre d’itérations linéaire en la taille de I’entrée et le terme domi-
nant met en jeu l'entropie 2¢/(q — 1) du systeme dynamique d’Euclide sur les
polynomes. Méme si le degré du premier PGCD est linéaire par rapport a la
taille de I’entrée, le degré du PGCD apres la premiere phase est en moyenne
d’ordre constant. Ainsi, le nombre de divisions L;, effectuées par les autres
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phases ainsi que les degrés D, des PGCD suivants sont aussi en moyenne
d’ordre constant.

Théoreme 3.4.1 (Espérances). Lorsque les ensembles C,, sont munis de la distri-
bution uniforme, les principaux parametres satisfont :

(a) L espérance du nombre d’itérations Ly au cours de la premiere phase est
linéaire par rapport a la taille n et satisfait

—1n 3q+1 1

(b) Pour tout k € [2..¢ — 1], I” espérance du nombre d’itérations Ly, au cours
de la k-eme phase est d’ordre asymptotiquement constant et vérifie

EnlLy] = Zi:i [”O(vlz)]'

(¢) L'espérance du degré du polynome x (le premier PGCD) est linéaire par
rapport a la taille n de l'entrée et satisfait

n

En[Dy] = 7.

(d) Pour tout k in[2..¢ — 1], 'espérance du degré Dy, du PGCD yy, au début de
la k-éme phase est asymptotiquement constant et vérifie

E,[Dy] = qk_ll_l [1 +0 (i)] :

Lois limites

Dans cette section, les résultats présentés sont plus précis que ceux énon-
cés au théoréme 3.4.1 et décrivent mieux la différence entre la premiere phase
(k = 1) et les phases suivantes. Pour £ = 1, les degrés attendus des deux pre-
miers polyndmes x; et xo sont linéaires et le nombre de divisions est étroite-
ment lié a min(d(x;), d(z2)). De fait, il est naturel de s’attendre a des lois béta
pour la premiére phase, plus précisément une loi béta de parametre (1,/—1),
puisque c’est la loi du minimum Y de £ — 1 variables aléatoires i.i.d. sur I'in-
tervalle [0, 1], qui satisfait P[Y > z] = (1 — z)’~L. Une telle loi a une densité
égalea ({—1)(1—z)"~2. Pour ¢ = 2, c’est la loi uniforme. Pour les phases sui-
vantes, des lois géométriques sont attendues puisque 1’espérance des degrés
des PGCD sont d’ordre constant.
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Le théoreme 3.4.2 décrit la distribution limite de Lj [assertion (a)] et
Dy, [assertion (b)]. A premiére vue, les résultats ne semblent pas dépendre
fortement de l'indice k£ de la phase mais ce n’est pas le cas puisque les deux
rapports

pr:i=(¢—1)/(¢"—1) (danslecas L), r;:=¢'~* (danslecas D),
sont égaux a 1 pour k = 1 et sont strictement inférieurs a 1 pour & > 2.

Théoreme 3.4.2 (Lois limites). Lorsque les ensembles C,, sont munis de la distri-
bution uniforme, les principaux parametres satisfont :

(a) le nombre d’ itérations Ly au cours de la premiére phase suit asymptotique-
ment une loi béta de parametre (1,¢ — 1) sur U'intervalle [0, (¢ — 1)/(2q)] alors que
le nombre d’itérations Ly, pour k > 2 suit asymptotiquement une loi géométrique de

rapport py, := (¢ —1)/(¢* —1). Ona
P, [Lk >n/(k+1)] =0, pour tout k.

Pour tout k, la distribution de Ly, satisfait quand n — oo,

Py[Ly > m] = <qqk—_11>m [1 +0 (%)} pour m = o(n),

1 ¢°-1
' k+1 qk

(A -5 o (1)

(b) Le degré Dy du premier polyndme x1 suit asymptotiquement une loi béta
de parametre (1,0 — 1) sur lUintervalle [0, 1], alors que le degré Dy, du PGCD yj
au début de chaque phase suivante suit asymptotiquement une loi géométrique de
rapport vy, := ¢*~*. Ona

et pour m/n — cavec ¢ €0

P, [Dy, > n/k] = 0 pour tout k.
Pour tout k, la distribution de Dy, satisfait lorsque n — oo,
S ] — o(1=k)m m _
P,[Dr > m] =q [l—I—O(n)} pour m = o(n),

et pour m/n — cavec c €]0,1/k]

Pn[Dy, > m] = ¢19™ (1 — ke)*! [1 +0 (i)] .
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Parametres globaux

L’algorithme naif s’arréte des que le PGCD y; est de degré 0. Posons
II(x1, ..., z,) lenombre de phases “utiles”. Comme I'éveénement [II > k| coin-
cide avec I'évenement [Dy, > 1] pour k € [1.. /¢ — 1], le théoréme 3.4.2 conduit
au résultat suivant.

Théoreme 3.4.3. Lorsque les ensembles C,, sont munis de la distribution uniforme,
la loi du nombre II de phases "utiles” vérifie P, [I1 > 0] = 1, P,[II > ¢] = 0,

P[> k] = ¢'7* [1 +0 (;)] pourk € [1..0—1].

Le théoréme 3.4.4 décrit le nombre total L de divisions effectuées par
I'algorithme naif. Avec les théoremes 3.4.1 et 3.4.3, I'espérance est facile a
calculer. De plus, les théoremes 3.4.1 et 3.4.2 montrent que la variance de L;
est d’ordre quadratique alors que la variance de Lj, (pour k > 2) est d’ordre
constant. La linéarité de I’espérance et I'inégalité de Markov impliquent que
L suit la méme loi asymptotique que L.

Théoreme 3.4.4. Lorsque les ensembles C,, sont munis de la distribution uniforme,
le nombre total de divisions L effectuées par I’algorithme naif admet comme espérance

-1
q—ln 3q+1 2
En[L] = T +Z[ p _J+O<n

De plus, le parametre L suit asymptotiquement une loi béta de parametre (1,{ — 1)
sur Uintervalle [0, (¢ — 1)/(2q)].

3.4.3 Séries génératrices
Manipulations formelles

Les démonstrations des différents résultats s’appuient sur la combina-
toire analytique dont les outils principaux sont les séries génératrices. Nous
utilisons une variable z; pour marquer le degré du i-eme polynéme z;, et la
série génératrice C(z1, 22, . . ., 2,) de 'ensemble C = U*, par rapport a la taille
d est définie comme

C(Zl, 29, ... ,Zg) = Z Zfll(lj) Z(Ql(xg) . zg(“),
zel*
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Elle est égale au produit U(z1)U(z2) ...U(z¢) ou U(z) est la série génératrice
de I'ensemble U/ des polyndmes unitaires par rapport a la taille d, a savoir

U(z) = sz(z) = anz" = 1—1qz

zeUd n>0

La plupart du temps, nous nous limiterons au cas ou toutes les variables z;
sont égales, et nous écrirons C(z) au lieu de C(z,...,z). Pour I'étude d'un
paramétre (ou un cofit) c sur C = U*, 'outil principal est la série génératrice
bivariée obtenue en introduisant une nouvelle variable u qui marque le cofit
c et qui est définie par

C(z,u) := Z 23@)ye@),
xzcUt

Les relations précédentes découlent toutes de la définition formelle des
séries génératrices associées au cotit c et a la taille sous-jacente. Les gran-
deurs probabilistes qui nous intéressent sont toutes liées aux coefficients des
séries génératrices et il est un principe bien connu en combinatoire analy-
tique : la position et la nature des singularités d"une série génératrice déter-
minent I'asymptotique des coefficients de la série. Il nous faut alors trouver
une expression alternative des séries génératrices qui met en évidence leurs
singularités.

Une autre expression pour les séries génératrices

Nous obtenons d’abord une expression alternative de la série génératrice
C(z) comme un produit de ¢ — 1 facteurs, chacun d’eux décrivant une phase
de l'algorithme.

Proposition 3.4.5. La série génératrice de I'ensemble C = U* dont la taille est le
degré total se décompose comme

-1
Clz) =U(2) = U - [[T(22"), (3.13)
k=1

et fait intervenir la série génératrice d'une phase T définie par

Uz) +U(t) — 1

T =" "Guy

(3.14)
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la série génératrice U(z) des polyndmes unitaires et la série génératrice G(z) des
polynomes de degré strictement positif, i.e.,

U(e) = - L = lazbe
—qz 1—gz
Démonstration. L'algorithme d’Euclide compare d’abord les degrés de x et
x2. Iy a trois cas :
d(z1) = d(x2), d(z1) > d(z2), d(z1) < d(x2).
Dans le premier cas, il s’agit d"une soustraction supplémentaire, qui peut étre
considérée comme une division avec un quotient égal a 1.

Dans tous les cas, le PGCD y := PGCD(z1,22) ainsi que la séquence
des quotients (my,ms,...,m,) déterminent completement la paire d’entrée
(x1,x2). Plus précisément, on écrit (x1,22) = (yZ1,yZ2) avec (Z1,Z2) pre-
miers entre eux et I'exécution de l'algorithme d’Euclide sur la paire (Z1, Z2)
produit la méme séquence (my,ms, ..., m,) que la paire (x,z2). Le premier
quotient my est unitaire (ceci est dii au fait que 1 et 2 sont unitaires) et le
reste de la séquence m = (ma, ..., m,) est formé avec des polynomes géné-
raux m; (pas nécessairement unitaires) avec d(m;) > 1. Comme précédem-
ment, le degré total de m est d(m) = d(mz) + ... + d(m,).

Le premier quotient m; est unitaire et trois cas sont possibles :

(a) Sid(z1) = d(x2), alors m; = 1.
(b) Sid(x1) > d(z2) alors

d(my) > 1, d(z2) =d(m), d(z1)=d(mi)+d(m).
(¢) Sid(z1) < d(x2) alors
d(mi1) > 1, d(z1) =d(m), d(Z2)=d(mi)+d(m).

Toutes ces remarques fournissent une expression alternative du produit
U(z1)U(22). En effet, nous utilisons les deux relations

Zf(wl)zg(m) _ (lez)d(y) ) Z?(ﬁ:i)zg(iz)7

1+ Z (zf(ml) + zg("“))} [2(2122)‘1(7”)],
mi

m

3 S0 0@

21,72

ainsi que les conditions décrites précédemment sur le premier quotient m,
la séquence m et le PGCD y. Le premier facteur donne naissance a la série
génératrice

1+ (U(21) = 1)+ (U(22) = 1) = U(21) + U(z2) — 1,
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qui fait intervenir la série génératrice U(z) des polyndmes unitaires, tandis
que le second facteur, qui fait intervenir une séquence de polyndomes géné-
raux ayant un degré strictement positif, s’exprime sous la forme du quasi-
inverse 1/(1 — G(z122)). Nous avons alors démontré la forme alternative sui-
vante pour le produit

U(Zl) U(ZQ) = U(zlzg) . T(Zl, 22).
Lorsque nous remplagons cette expression dans le produit total
U(z1)U(z2) .. U(ze) = Clz1, 22, -5 20)

et que nous itérons cette transformation, nous obtenons une expression alter-
native de la série C(21, 22, . . ., 2¢) comme le produit de ¢ — 1 facteurs, chacun
d’eux s’appuyant sur la série génératrice 7' d’une phase en des points z;, et

th=21...2;
/—1

Clz1,22, ... 2) = U(te) - [[ T(zrsr, te)-
k=1
Il peut s’avérer utile dans certaines études de garder toutes les variables z;,
mais ici, nous posons z = z; = z3 = ... = z; et nous obtenons l'expression de
la série génératrice C'(z) de I'équation (3.13). O

Séries génératrices des parametres d'intérét

Lors de I'étude du parametre L;, (nombre d’itérations pendant la k-eme
phase), nous utilisons une variable supplémentaire u qui marque chaque
étape de la k-iéme phase et nous obtenons la série génératrice

U(z)+U(t) — 1
1 —uG(zt)

avect = zk,

T(z,t,u)=u

qui remplace T'(z, 2¥) dans I'expression (3.13) de C/(z).

Lors de l’analyse du parametre D;, (degré du PGCD au début de la k-ieme
phase), nous utilisons encore une variable u qui marque cette fois-ci le PGCD
Yk, et nous obtenons alors la série génératrice

avect = 2,

Ut u) = 1 — qut

qui remplace U (z*) dans C(2).
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Proposition 3.4.6. Pour tout k € [1..¢ — 1], la série génératrice bivariée Lj(z, u)
liée au nombre de divisions euclidiennes pendant la k-iéme phase satisfait

T(z, 2%, u)

Li(z,u) = U(z)"- T( )

Pour tout k € [1..¢ — 1], la série génératrice bivariée Dy(z, ) liée au degré du
k-ieme PGCD yy, au début de la k-iéme phase satisfait

L U(Zk,u)

Dk(z,u) = U(Z) U(Zk) .

Avec la proposition 3.4.5, les séries T(z, 2*, u) et U(z*, u) ont des expres-
sions connues et de la proposition 3.4.6 découle une expression des séries
génératrices bivariées Ly (z,u) et Dy (2, u)

Ly(z,u) 1 — G(2Fh Di(z,u) 1—qzF

U(z)! g uG(2k+1)’ U)! — 1— quek’ (3.15)

Finalement, en prenant les dérivées par rapport a la variable u, nous obtenons
les séries génératrices cumulées

Li(z)  1—gq2M Dp(z) ¢

U(z)! 1 — g2kt U(z)t  1—qzk

(3.16)

En extrayant dans (3.15) le coefficient de [u’] dans les séries bivariées et en
prenant la somme sur ¢ > m, nous trouvons

~

(z)
U(z)!

~

DIM(z)

_ Gv(zk-i-l)m—l7 U(z)g

= (gz")™. (3.17)

3.4.4 Extraction des coefficients et preuves des résultats

Les séries génératrices (3.16) et (3.17) sont des fractions rationnelles qui
est un cadre tres favorable pour une extraction simple des coefficients. Il est
alors possible d’utiliser les relations (3.1) et (3.2) pour obtenir une expression
exacte ou asymptotique de 'espérance et de la distribution de probabilité des
parametres Dy, et L. L'asymptotique des coefficients d"une série est entiere-
ment déterminée par la position et la nature de la singularité dominante de
la série (la singularité la plus proche de 0). L’analyse des singularités permet
alors un transfert entre le comportement d’une série génératrice, considérée
comme une fonction analytique, prés de sa singularité dominante et le com-
portement asymptotique de ses coefficients (voir section 3.2.1).
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Calcul des espérances

Dans cette partie, les outils principaux sont les séries génératrices cumu-
lées (3.16). Elles admettent toutes les deux un pdle dominant en z = 1/¢ mais
I'ordre du pole est différent selon la phase. Pour la premiére phase (k = 1), le
pole z = 1/q est d’ordre ¢+ 1 alors que pour les autres phases (k > 2), ce pole
est d’ordre /.

Nous considérons dans un premier temps le cas k > 2. Les expressions
des séries génératrices cumulées Dy.(2) et Ly, (z) sont données par (3.16) et le
lemme 3.2.2 s’applique avec j = / et

1_qzk+1 1 qk_l
= 7T - = Ci':lSL7
g(Z) 1_— q22k+1 g q qk —q ( )

k
qz 1 1
= _ = ————— _D'
=15 o(3) =gy @D

Supposons maintenant £ = 1. Dans ce cas, I'entier j vaut  + 1, et
1-— qu
14 ¢z

9(z)=qz (casD),  g(z) = (cas L).

Dans les deux cas, L et D, le lemme s’applique. Dans le cas D, nous obtenons :
~ n+/f—1
[2"]D1(z) = q”( ; )

Nous remarquons que dans le cas L, la fonction g admet z = —1/¢ comme
pole simple et nous obtenons

M7y 4L a(ntly  g+3 g (ntl-1 =2 n
[2"]L1(2) = 2qq( ’ >+ T4 (5_1 +O<n q).

Dans tous les cas, la normalisation par Card(C,) = ("zr_pzl)q” donne les ré-
sultats annoncés dans le théoreme 3.4.1.

Un cadre général pour les lois limites

L’étude des distributions des différents parametres se fait a ’aide des
séries génératrices bivariées et cumulées, données par les formules (3.17). Ces
séries sont toutes de la forme

U(2)" - A(2)™.
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ou Aj(z) dépend de l'indice k de la phase et du parametre étudié. Nous
avons,

Ag(z) = ¢2* (type D) et (3.18)
_ k+1
Ap(z) = (ql_l;g,il = G(z") (type L). (3.19)

Dans tous les cas, les séries génératrices s’expriment comme le produit de la
fonction U(z)* qui admet un pole d’ordre ¢ en z = 1/¢, avec une “grande
puissance” d'une fonction A(z). Le terme “grande puissance” est utilisé car
I'exposant m peut dépendre de la taille n de 'entrée. Comme le montre la
proposition suivante, il existe deux cas selon que la valeur de A en la singu-
larité dominante z = 1/q est 1 ou pas. Le premier cas a lieu lorsque k = 1 et
conduit a une loi limite béta, alors que le second cas intervient lorsque k > 2
et conduit a des lois géométriques.

Proposition 3.4.7. Considérons la série génératrice

FIMe) = oy AG)™

ot A(z) est analytique sur le disque |z| < p avec p > 1 et satisfait a := A(1) # 0,
b:= A'(1) > 0 et pour |z| suffisamment proche de 1, |A(z)| < A(|z]).
Alors, le coefficient de 2™ dans Fl(z) vérifie :

(a) lorsque m/n — 0, alors
G —_1)1 [0 ()]

(b) lorsque m/n — ¢ pour une constante ¢ €)0,a/b[, alors

[ Flm)(2) = (ﬁni)! a™ (1 — Ze)e_l[l +0 (i)]

Fin de la preuve du théoreme 3.4.2

2" (z) =

Les probabilités P,,[Ly > m]|, P,[Dy > m] sont liées au coefficient 2" des
séries génératrices décrites par les relations (3.17), et les fonctions A (z) sont
données selon les cas par les formules (3.18) et (3.19). Puisque dans le cas D,
Apg(z) est multiple de 2*, et dans le cas L, A(z) est multiple de z**1, nous
obtenons dans un premier temps les égalités suivantes

P, [Dr > n/k] =0, P, [Ly > n/(k+1)] =0.
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Avec le changement de variable z — z/q, les hypothéses de la proposi-
tion 3.4.7 sont toutes satisfaites pour z — Aj(z/q), et nous obtenons,

b
ar=q'", cTIZ =k  (casD),
g—1 bi q"
R 2k — (k41 L).
= T S (SR P 2

Pour k = 1, les constantes a;, valent 1, alors qu’elles sont strictement plus
petites que 1 pour k£ > 2. Finalement, la normalisation par

Card(C,) = (gni)!q" [1 o (i)} ’

prouve les assertions (a) et (b) du théoreme 3.4.2.

3.4.5 Analyse pour des entrées entieres

Nous expliquons maintenant brievement comment une étude similaire
peut étre effectuée dans le cas de l'algorithme naif sur des nombres entiers.
Comme d’habitude (voir par exemple [92, 144]), I’étude avec les polynomes
montre le chemin, et des résultats similaires sont attendus dans le cas des
entiers méme s’ils sont souvent plus difficiles a obtenir et moins précis.

L'algorithme naif sur les entiers

Dans le cas des entiers, 1’algorithme naif a exactement la méme structure
que dans le cas des polynomes. Il est composé de ¢ — 1 phases, chacune d’elles
appelant 1’algorithme d’Euclide qui effectue le calcul de PGCD entre deux
entiers. Son exécution est décrite par 1'algorithme 2. Les entrées possibles

sont tous les /-uplets z formés de ¢ entiers, et sans perte de généralité, nous
nous limitons a des entiers positifs. L'ensemble des entrées est C = N/, ot
N est ’ensemble des entiers positifs. Dans le cadre des entiers, la taille est
habituellement la longueur binaire des entiers définie par p(z) = [Inz| + 1.
Dans ce chapitre, il sera plus facile de définir la taille d d’un entier « par
d(z) = [Inz], et la taille d(z) de 'entrée x = (x1,...,2y) estd(z122- - z¢). La
taille d joue le méme role que le degré sur les polyndomes mais contrairement
aux polynomes, la taille n’est plus additive puisque d(z1,...,z,) # d(z1) +
...+ d(z¢). Nous définissons aussi la longueur d’un entier » comme étant
I'entier x lui méme. Par extension, la longueur d"une entrée z est la longueur
du produit z1x2 - - - &, de ses composantes.
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Ici encore, le sous-ensemble C,, formé avec les entrées de taille au plus n
est un ensemble fini, et il est doté de la probabilité uniforme.

Séries génératrices de Dirichlet

Dans le cadre des entiers, les séries génératrices sont de type Dirichlet.
La série génératrice de Dirichlet associée a I'ensemble N des (-uplets z =
(x1,x2,...,20) d’entiers est donnée par

Clsty52,.-r80) = 3 —tr sz oo =ar = C(s1) .- Cs0),

)ty T,

ot la fonction ( est la série génératrice de ’ensemble N,

() =3

n>1

Comme dans le cas des polyndmes, nous serons intéressés au cas ou s; =
$9 = ...8p = s et nous obtenons

Cependant, pour trouver une forme alternative aux séries génératrices, nous
commencons par le cas générique avec des s; différents.

Comme précédemment, la premiere étape consiste a trouver une décom-
position du produit ¢(s1) {(s2) de la forme

C(s1) ((s2) = C(s1 + s2) - T'(s1, 52),

ot1 T'(s1, s2) est la série génératrice d'une phase qui décrit 1’exécution de 1'al-
gorithme d’Euclide agissant sur deux entiers. L'évolution de 1'algorithme
d’Euclide se décrit a 1'aide de l'opérateur de transfert donné par la for-
mule 3.8 et associé au systéme dynamique des fractions continues (voir sec-
tion 3.2.2). Le résultat suivant est I’analogue de la proposition 3.4.5

Proposition 3.4.8. La série génératrice de C = N* avec la taille “produit des en-
trées” peut s’écrire comme

C(s) = ((s) = C(ts) - [] T(s, ks), (3.20)
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et met en jeu la série génératrice d'une phase T définie par

¢ls)g(t) _ 1 1
— = - [(I -G, s 1 , 21
T(s.) = Sy = 5 [~ Go ™ 0 (Gt GO 1)) (321)
oit G est l'opérateur de transfert associé au systeme dynamique d’Euclide, défini par
I'équation (3.8).

Démonstration. 1L'algorithme d’Euclide compare d’abord les deux entiers x1
et z9. Il y a trois cas :

T = X9, 1 > Tg, 1 < Tg.
Dans tous les cas, le PGCD y := PGCD(x,x2) ainsi que les quotients
(m1,ma,...,m,) déterminent entierement la paire initiale (x;,z2). Précisé-

ment, nous écrivons (z1,x2) = (y 21,y T2) avec (Z1,22) des nombres premiers
entre eux et ’exécution de I'algorithme d’Euclide sur la paire (71, Z2) produit
la méme séquence (m1,mg, ..., m,) que la paire (z1, x2), avec maintenant des
restes z; qui satisfont z; = yz;.

L’exécution de l’algorithme d’Euclide sur la paire (Z1,22) avec 1 > Z»
construit un développement en fraction continue
T2 L3
2~ hog(0), 2= g(0)
Ici, h := hyy, estlié au premier quotient et g = Ry, © lypy 0 -+ 0 Iy, est lide &
la séquence (ma, ms, ..., m,). Comme les deux paires (Z1,Z2) et (22, 73) sont
premieres entre elles, les dénominateurs de chaque rationnel s’exprime avec
les dérivées,

1 1
= = [(hog)(0)] = W' (g(0))] - |¢'(0)], = = 1lg'(0)].
Ty x3
Alors, dans ce cas lorsque 71 > 7, la somme
1 1
eigm 1T > I (g(0))]1/2 - g/ (0)| (202,
T1>T2 2 h,g

s’exprime avec l'opérateur de transfert G comme?®

% [(I — Gsl-‘rsz)_l ° Gbl[l](o) + 1:| '

5. Le facteur (1/2) est ici pour tenir compte du fait que tout rationnel de ]0,1] admet
deux développements en fraction continue : le développement propre et le développement
impropre (voir section 3.2.2)
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Le cas 2o > 1 peut étre traité en échangeant les roles de z; et 7. Finalement,

les relations
Z 1 1 Z 1 1 1
it x 1t+s2 it T
zi,m 1 T2 v y T1,T2 =2

entrainent 1’égalité

C(51)C(s2) = ((s1 + s2) - T'(s1, 52),

ot T est définie en (3.21). Lorsque 1’on insere cette expression dans le produit
total,

((s1)C(s2) - - C(s0) = Cls1, 89, -, 50),
et que l'on itere la transformation, nous obtenons une expression alternative
de la série génératrice C(s1, s, ..., s¢) comme un produit de ¢ — 1 facteurs,
chacun d’entre eux faisant intervenir la série génératrice d’une phase 7" aux
points s et i = s1 + -+ - + s,

-1

C(s1,82,-. 1) = C(te) - [T T t)-
k=1

Comme dans le cas des polynomes, il peut étre parfois utiles pour cer-
taines études de conserver toutes les variables s;, mais ici nous posons encore
51 = $9 = ... = sy = s, et nous obtenons I'expression attendue pour la série
génératrice C(s). O

Séries génératrices de Dirichlet des parametres d’intérét

Pour I'analyse du parametre L; (nombre d’itérations lors de la k-ieme
phase), nous ajoutons une variable u qui marque les itérations de la k-eme
phase et nous utilisons la série génératrice

2T (s, t,u) = u(l — uGyis) ™ o (G4 + Gy)[1](0),

avec t = ks, qui remplace 27'(s, ks) dans 1’équation (3.20) de C(s).

Lorsque nous étudions le parametre D, (taille du PGCD au début de la k-ieme
phase), nous utilisons aussi une variable supplémentaire u qui marque cette
fois-ci la taille du PGCD yj, et nous utilisons une série génératrice de type zeta

ud(n)
C(t7u)zz o avect = ks

n>1

qui remplace ((ks) dans ’équation (3.20) de C(s). Finalement, nous obtenons
I’analogue de la proposition 3.4.6.
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Proposition 3.4.9. Pour tout k € [1..{ — 1], la série génératrice bivariée Ly(s, u)
liée au nombre de divisions pendant la k-ieme phase vérifie

T(s, ks, u)

Lk(87u) = C(‘S)Z : T(S, kS) .

Pour tout k € [1..0 — 1], la série génératrice bivariée Dy (z,u) liée a la taille du
k-iéme PGCD yy, au début de la k-iéme phase satisfait
((ks, u)
Dy(s,u) = ()" - 2=
C(ks)
Avec la proposition 3.4.8, la fonction T'(s, ks, u) admet une expression
explicite. En utilisant la proposition 3.4.9, et en prenant la dérivée par rapport
a u, nous obtenons les séries génératrices cumulées

Di(s)  C(ks) Li(s)  T(s, ks)
()~ C(ks)” ()~ T(s ks) (3.22)

avec

Clis) = 28 (s Pis k) i 0L (6 ks
C(ks) = 8u(k,5,u)|u:1 et T(s,ks) = 5 (s, ks, u)|y=1,

qui met en jeu deux occurrences du quasi-inverse (I — G ;1)) " puisque

%(1 —uGy) M1 = (1-Gy)toGyo(1 -Gy L

Résultats d’analyse en moyenne

Le résultat qui suit est ’exact analogue du théoréme 3.4.1. En particulier,
dans l'assertion (a), I'entropie 72/(6log2) du systéme dynamique des frac-
tions continues sur les entiers remplace son analogue polynomial (2¢)/(¢—1)
sur F,[X]. Nous notons aussi Qy l'ensemble des entrées z dont la longueur
x123 ... 2y est plus petite que N. Cela revient a dire que la taille de z est plus
petite que log V.

Théoréme 3.4.10 (Espérances). Lorsque l'ensemble 2 est muni de la distribution
uniforme, les résultats suivant s’appliquent :

(a) L'espérance du nombre d’itérations Ly pendant la premiére phase est linéaire
par rapport a la longueur log N et satisfait

6log2 /1 1
En[L1] = WQg <£logN> [1+0(10gN)].
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(b) Pour tout k € [2..4 — 1], l'espérance du nombre d’itérations Ly, pendant la
k-éme phase est asymptotiquement constant, de valeur ay, qui s’exprime en fonction
de l'opérateur de transfert Ggen s =k + 1,

i =ai+0(25)]

(¢) L'espérance de la longueur du premier entier uy est linéaire par rapport a la
longueur log N et satisfait

1
E,[D1] = 7 log N.
(d) Pour tout k € [2..¢ — 1], I'espérance de la longueur du PGCD yj, au début
de la k-ieme phase est asymptotiquement constant et satisfait

E,[Dy] = gﬁg [1 + O (bé]\/)] :

Idée de la preuve du théoréme 3.4.10

Nous avons obtenu en (3.22) les expressions des séries génératrices cu-
mulées. Il est maintenant possible d’extraire les coefficients de ces séries de
Dirichlet en appliquant le théoréme taubérien de Delange 3.2.3. Ensuite, le
calcul des espérances s’obtient en appliquant la relation 3.3 qui lie les espé-
rances aux coefficients.

Le théoreme 3.2.3 s’applique avec ¢ = 1 aux séries génératrices cumu-
lées définies en (3.22). Nous étudions ensuite les propriétés analytiques des
séries ( (3)5,2 (s), f(s, ks),T(s,ks). Pour les deux premieres, suffisamment
d’informations sont connues sur les fonctions ¢ pour une application directe
du théoreme de Delange 3.2.3 dans le cas D (voir [49]).

Nous nous intéressons maintenant au cas L, pour lequel nous utilisons
des résultats récents sur I'opérateur de transfert G, lorsqu’il agit sur ’espace
de Banach B := C'([0, 1]). Tout d’abord, la fonction G[1] est la fonction zeta
de Hurwitz qui admet un pole d’ordre 1 en s = 1, et proche de s = 1, cette
fonction vérifie G5[1] ~ f/(s — 1), oit f appartient a I’ensemble 5. De fait,
pour s proche de 1,

PEDT(s,ks) ~ 1/(s = DI = Gyny) ' [£(0),

pour tout k avec (i, j) est le symbole de Kronecker.

Le quasi-inverse est un objet bien connu dans le cadre de ’analyse dy-
namique et les propriétés spectrales de G; ainsi que les propriétés analy-
tiques du quasi-inverse ont été décrits a la section 3.2.2. En particulier pour
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Rt > 2, 'opérateur G; a un rayon spectral strictement plus petit que 1 et le
quasi-inverse (I — G;) ™! est analytique sur ce domaine. Sur la droite verticale
Rt = 2, le quasi-inverse (I — G;)~! est analytique sauf en ¢t = 2 ot il admet
un pole simple avec un résidu qui fait intervenir ’entropie. Comme 7'(s, ks)
(resp. T (s, ks)) contient une (resp. deux) occurrence(s) du quasi-inverse, nous
obtenons finalement :

—pour k > 2, les séries T'(s, ks) et T (s, ks) admettent un pole simpleen s = 1,
— pour k = 1, la série T(s, s) admet un pole double en s = 1, et la série T (s, s)
admet un pole tripleen s = 1.

Finalement, la séries fk(s) satisfait les hypothéeses du théoréme 3.2.3, avec
o = 1, 'exposant v vaut £ pour k > 2 et { 4+ 1 pour k = 1. Cela conclut la
preuve dans le cas des parameétres de type L.

Pour aller un peu plus loin

Nous pouvons aussi étudier le nombre de phases utiles et retrouver le
résultat bien connu Py [Dj, = 0] ~ 1/¢(k). Il est possible d’obtenir les termes
de reste dans le théoréme 3.4.10 et un analogue des lois limites décrites dans
le théoréme 3.4.2. Il est nécessaire de prouver un résultat similaire a la pro-
position 3.4.7 ce qui est possible avec la formule de Perron [50], déja utilisée
dans de précédentes analyses en distribution [12, 92].

La formule de Perron fournit des termes de reste des que (¢) la série de
Dirichlet possede une bande verticale sans pole a gauche de la droite verticale
Rs =1, (i1) s = 1 est 'unique pdle sur Ns > 1, (ii7) et la série est de crois-
sance polynomiale pour |¥s| — oo. Des résultats classiques [49] montrent que
la fonction ( et ses dérivées vérifient ce type de propriétés et des résultats dus
a Dolgopyat-Baladi-Vallée [46, 12] montrent que ces propriétés sont aussi vé-
rifiées pour les opérateurs de transfert Go,. Il est alors possible d’obtenir un
analogue du théoreme 3.4.2 lorsque n, m sont remplacés par log N, log M et
les rapports py,, ), sont remplacés par

pr:=A((k+1)/2) (cas L), 7:=cxp(l—k) (cas D).

Ici, A(s) est la valeur propre dominante de ’opérateur Ga, (lorsqu’il agit sur
I'espace de fonctions B), et joue un réle central dans ’analyse dynamique de
plusieurs algorithmes de PGCD. Elle satisfait A(1) = 1, et pour k£ = 3, nous
retrouvons la constante A\(2) qui joue un role important lors de 1’analyse de
I'algorithme de Gauss pour la réduction des réseaux [40, 60].
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Expérimentations
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La figure montre les densités expérimentales de L; pour ¢ = 2 (gauche) et
¢ = 4 (droite) et met clairement en évidence la loi limite uniforme (gauche)
et la loi limite béta (droite). Ces expériences ont été obtenues avec 5 - 10°
exécutions sur des entrées entieres (z1, ..., z¢) dont la longueur totale vérifie
logy N = 10%.
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3.5 Algorithmes de tri et de recherche

Tout étudiant suivant un cours de base en algorithmique apprend,
qu’en moyenne, la complexité, mesurée en nombre de comparaisons, de
Quicksort est O(nlogn), que celle de la recherche dichotomique (binary
search) est O(logn), et que celle du tri radix est O(nlogn); voir par
exemple [87, 134]. Ces affirmations se basent sur des hypotheses spéci-
fiques — que les comparaisons entre les données (ou clefs), pour les deux
premiers, et les comparaisons entre symboles pour le troisieme ont un cofit
unitaire — et elles ont le mérite évident de présenter un tableau facile a as-
similer de la complexité des algorithmes de tri. Cependant, ces hypotheses
simplificatrices sont de fait discutables : elles ne permettent pas de comparer
précisément les avantages et inconvénients d’algorithmes reposant sur des
principes différents (i.e., ceux qui comparent les clefs et ceux qui utilisent
une représentation sous forme de suite de symboles) d’une maniere qui soit
totalement satisfaisante a la fois du point de vue de la théorie de I'informa-
tion et du point de vue algorithmique. En effet, d’abord le calcul n’est pas vu
a son niveau le plus fondamental, c’est-a-dire, par la manipulation de sym-
boles élémentaires tels que le bit, I’octet, le caractére ou le mot-machine. De
plus les analyses simplifiées ne sont pas toujours informatives dans beau-
coup d’applications (bases de données ou traitement de la langue naturelle),
ot I'information est de nature hautement «non atomique», au sens qu’elle ne
se réduit pas a un seul mot-machine.
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Ici nous décrivons 'approche générale déja esquissée dans [145] pour
I'analyse en moyenne d’algorithmes de tri et de recherche pour le nombre de com-
paraisons de symboles, et présentée plus en détails dans l'article a paraitre
[36] (dont ce chapitre emprunte globalement la structure). Les travaux an-
térieurs [55, 53, 54, 52] se focalisent en général sur un algorithme spécifique
(tel Quicksort ou Quickselect) le plus souvent pour une source binaire sans
mémoire. On souhaite évaluer I'impact de la représentation des clefs, lorsque
que celles-ci sont des mots produits par une source, sur le nombre de com-
paraisons au niveau des symboles. La démarche générale procede en trois
étapes :

1. D’abord la stratégie de l’algorithme (quelles clefs sont comparées ?
avec quelle probabilité ?) est étudiée.

2. Ensuite, nous considérons que les clefs sont produites a I’aide d'une
source probabilisée, ce qui donne une expression exacte mais com-
pliquée du nombre de comparaisons de symboles.

3. Enfin, une analyse asymptotique permet de préciser le comporte-
ment asymptotique du nombre de comparaisons de symboles.

La premiere étape est de nature combinatoire. La deuxieme étape est plutdt
algébrique et peut souvent étre automatisée. La derniere étape fait appel a des
techniques d’analyse complexe et suppose quelques propriétés de la source
probabilisée (ou plutdt de sa série de Dirichlet).

Cette méthode s’applique avec succes aux algorithmes de tri ou de sé-
lection présentés a la section 3.1.2 p. 58. Nous examinerons donc dans cette
section cinq algorithmes classiques de base : le tri rapide Quicksort, le tri par
insertion InsSort, le tri a bulles BubSort, et deux algorithmes de sélection du
minimum d’un tableau (l’algorithme naif SelMin et une variante QuickMin
inspirée du principe de partitionnement de QuickSort). Ces algorithmes, ex-
trémement classiques et plutdt simples dans leur fonctionnement, ont été rap-
pelés (sous forme de pseudo-code) dans la section 3.1.2.

3.5.1 La stratégie de I’algorithme

Afin de décrire la probabilité que deux clefs soient comparées, nous de-
vons d’abord clairement poser le modéle probabiliste sous-jacent. C’est en
fait le plus classique qui soit puisqu’il s’agit du modéle des permutations
uniformes, auquel nous ajouterons une couche « source de symboles ».
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Modele des permutations

Considérons un ensemble totalement ordonné de clefs Y = {U; < U, <
.-+ < Uy} et n’importe quel algorithme A qui prend des décisions en compa-
rant les clefs (mais qui ne modifie pas la valeur des clefs). La donnée initiale de
l'algorithme (I’entrée) est une séquence V = (V1, Va, ..., V,,) définie d’apres U
grace a une permutation o € &,, via les égalités V; = Us(s)- L'exécution del’al-
gorithme, si elle ne dépend pas de la représentation des clefs, ne dépend pas
non plus de la séquence V mais seulement de la permutation o qui définit la
séquence d’entrée. Ainsi, de maniere classique on considére souvent dans la
littérature que la permutation o est 'entrée de l’algorithme et que ’ensemble
des entrées de taille n est I'ensemble des permutations &,,.

Exemple.Pour n = 4, une séquence (ou tableau) de clefs de l'intervalle
0,1] V = (0.44,0.12,0.98,0.34} correspond a un univers de clefs U =
{0.12,0.34,0.44,0.98}. Pour la relation d’ordre, la séquence V est équivalente a la
permutation o = (3142).

Comparer une paire de clefs

La stratégie de l'algorithme A définit pour chaque paire (i,;), avec
1 < i < j < n, le sous-ensemble de &,, qui rassemble les permutations o
pour lesquelles les clefs U; et U; sont comparées au cours de 'exécution de A,
lorsque la donnée en entrée est (Uy(1), Uy(2), - - - , Uy(n))- Pour les algorithmes
efficaces, deux clefs U; et U; sont comparées au plus une fois, mais il existe
des algorithmes (disons moins intelligents, tels le célébre algorithme du tri
a bulles) ot deux clefs U; et U; sont susceptibles d’étre comparées plusieurs
fois. Quoiqu’il en soit, considérant la distribution uniforme sur les permu-
tations, m, (i, j) désignera toujours le nombre moyen de comparaisons entre
U; et U; pour une séquence en entrée de taille n. Le calcul de 7,(, j) est la
premiere étape de notre méthode.

Calcul de 1a probabilité 7y, (%, 7).

L'univers des clefs (completement ordonné) U/ étant fixé, une permu-
tation o définit donc une entrée de l'algorithme V = (Vi,V5,...,V,,), avec
Vi = Ugy(;)- Nous noterons 7(U;) la position de U; comme la position de Uj;
dans la séquence V d’entrée. Bien stir il y a une relation simple entre position
7 dans la séquence et permutation o puisque 7(U;) = j si et seulement si
V; = U; (ce qui signifie également o (j) = i).
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Une propriété remarquable pour les cing algorithmes de cette étude est
que ces espérances (%, j) s’expriment toujours comme des fractions ration-
nelles d'une forme particuliere. Cette propriété permettra d’automatiser cer-
taines étapes du calcul lorsque 1’on considérera de plus qu’'une source produit
I'ensemble U/ des clefs.

Nous présentons dans la figure 3.1 les expressions pour le nombre
moyen 7y, (i, j) de comparaisons entre les clefs U; et Uj;, pour chaque algo-
rithme étudié. Avec ces expressions, il évidemment aisé de retrouver les ex-
pressions (classiques) pour le nombre moyen C,, de comparaisons de clefs
(troisiéme colonne). En effet de maniere générale, on a naturellement

n—1 n
Co=>_ Y mali,j).

i=1 j=i+1
Algorithmes | m,(4, j) C(n)
2

QuickSort — 2nlogn

j—i1+1
InsSort 1 + 1 nj

2" (G-t D0 -0 i
BubSort 1 + 1 + 2(i—1) 12

% (G—i+DG—4) G-i+2)G—i+1(G—19) | 2
QuickMin = om
SelMin ’ 1 + 1 n

i+l jG=1)

TABLE 3.1 — Nombre moyen de comparaisons entre les clefs de rangs i et j (i < j)
dans le modele uniforme des permutations.

Considérons I'exemple extrémement classique de 1’algorithme Quicksort
présenté dans la section 3.1.2 p. 58. Pour calculer (4, j), remarquons que
tant que le pivot n’appartient pas au sous-ensemble U{f; ;;, ce sous-ensemble
est placé en entier a gauche ou a droite du pivot apres partitionnement ce qui
n’induit pas de comparaisons entre U; et U;. Lorsqu'un pivot appartient au
sous-ensemble U[; j;, les clefs U; et U; ne peuvent étre comparées que si l'une
des deux est le pivot. Cet événement coincide avec 1'événement « U; ou U;
est choisi comme pivot, et ce pivot est le premier élément du sous-ensemble
Uj; ;) & apparaitre dans la séquence d’entrée ». Apres une telle comparaison,
les deux clefs sont séparées apres partitionnement et ne seront plus jamais
comparées par l'algorithme. La probabilité (par exemple) que la clef U; soit
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la premiére dans le sous-ensemble Uf; ;; a apparaitre dans l'entrée est exac-
tement 1/Card(U); ) = 1/(j — i + 1). C'est également en raisonnant sur les
positions 7 la probabilité de 1'évenement « (Vk € [i..j]) 7(U;) < 7(Uy) ». La
situation est symétrique pour U; et on en déduit que le nombre moyen de
comparaisons entre les clefs U; et U; est m,(i,5) = 2/(j — i+ 1).

Par des arguments similaires (plus ou moins compliqués) on complete
la deuxieme colonne de la table 3.1 pour chacun des algorithmes.

3.5.2 La source génere les clefs
Clefs versus symboles

Nous sommes intéressés par un cott plus réaliste pour la comparaison
de deux clefs que le simple cotit unitaire usuel. On souhaite donc étudier
en moyenne le nombre de comparaisons de symboles. Nous considérons ici
le modeéle ot1 une source probabilisée S produit indépendamment n clefs en
tirant n parametres réels (v, vo, ..., v,) uniformément de l'intervalle [0, 1].
Les clefs (i.e., mots infinis) correspondantes (M (v1), M (v2), ..., M(v,)) sont
donc obtenues via l'application M de la définition 3.3.6 décrite a la section
3.3.4. Rappelons que l'application M préserve 1’ordre total existant sur 1'in-
tervalle [0, 1] (z > y si et seulement si M (z) > M(y) pour z,y € [0,1] et >’
désigne 1’ordre lexicographique).

Les mots sont ordonnés grace a ’ordre lexicographique, et le cotit de la
comparaison de deux clefs (le nombre de comparaisons de symboles néces-
saires) est relié a la fonction de coincidence définie comme suit.

Définition 3.5.1. La fonction de coincidence y(u,t) : [0,1] x [0, 1] = NU{+o0}
est la longueur du plus long préfixe commun entre les mots M (u) et M (t).

Plus précisément, le cotit réaliste de la comparaison entre M (u) et M (t)
est égale a y(u,t) + 1.

Nous représentons le couple (M (u), M (t)) avec u < t par le point (u,t)
du triangle 7 := {(u,t) : 0 < w <t < 1}. Les triangles fondamentaux

Too = (Tw X L) NT = {(u,t) : @y < u <t < by} (3.23)

définissent les lignes de niveau de la fonction . En effet la coincidence ~(u, t)
est au moins / si et seulement si M (u) et M () ont le méme préfixe commun
w de longueur /, si bien que les parametres u et ¢ appartiennent au méme
intervalle fondamental Z,, relatif au préfixe w de longueur £. De plus les deux
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relations

Tohz0=J T D 1pzg=D_ L+ 11y,

wext >0 >0

entrainent 1'égalité suivante vraie pour toute fonction g intégrable sur le tri-
angle unité 7

/T )+ g t) dudt = 3

/T g(u,t) dudt. (3.24)
wez* w

La figure 3.3 suivante représente la famille de triangles 7,,, qui définit la
« géométrie » de la source pour deux sources sans mémoire.

FIGURE 3.3 — La géométrie de deux sources sans mémoire. A gauche, le cas binaire sy-
métrique avec X = {a,b} et p, = p, = 1/2. A droite, le cas d’un alphabet ternaire
Y :={a,b,c}avecp, = 1/2,p, = 1/6,p. = 1/3.

Analyse en moyenne : quel modéle?

Le but de I’analyse en moyenne d’algorithmes est de caractériser la va-
leur moyenne de leurs « cofits » sous un modele probabiliste qui décrit la
distribution initiale des entrées.

Le modele que nous venons de présenter est strictement équivalent a un
autre modele. Ce modéle considere d’abord un ensemble ordonné de points
{u1 < uy < --- < u,} aléatoires indépendants avec la distribution uniforme
sur [0, 1] (avec probabilité 1 tous les points sont distincts). Cet ensemble a
donc pour image par l'application M l'ensemble U = {M(u;) < --- <
M (uy,)}, sur lequel on peut faire agir une permutation aléatoire uniforme
o € &, pour constituer l'entrée.
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Ainsi, pour un ensemble de clefs I/ fixé et un sous-intervalle 7 C [0, 1],
nous notons Ny = Card({z € J | M(z) € U}) le nombre de clefs dont le pa-
rametre appartient a l'intervalle 7. Avec cette notation, considérons d’abord
le nombre moyen 7 (u,t) de comparaisons entre les clefs M (u) et M (t) effec-
tuées par l'algorithme, ol1 la moyenne est effectuée par rapport a toutes les
permutations sur Y. Si u et ¢ sont des parameétres de clefs appartenant a I/, le
nombre moyen 7(u, t) est 1lié au nombre moyen 7, (4, j) par I'égalité

7 (u,t) = T (Njo,u[+1; Njou[+Nu,i(+2), avec n = Nig 1) = Njgu[ + Ny g + Njeay + 2.
(3.25)

En effet considérons un univers de clefs ¢/ contenant deux clefs M (u) et M (t).
Cet ensemble est obtenu a partir de points de l'intervalle [0, 1] par I'applica-
tion M. Le nombre total de clefs est bien Ny ;) et les clefs M (u) et M (t) sont
de rangs respectifs N ,(+1 et Njg [+ N}y ¢ +2, ott les translations respectives
de 1 et 2 refletent que M (u) et M (t) appartiennent a U.

Lorsque le cardinal n de I'ensemble des clefs U/ est fixé, et que ces mots
U; € U sont émis indépendamment par la source S, le modele est dit de Ber-
noulli et noté (B, S). Néanmoins il est techniquement plus facile de considé-
rer que l'entrée (I’ensemble /) est de taille variable N et que cette taille suit
une loi de Poisson de taux Z définie par

Pr{N =k} =¢e"“—. (3.26)

Dans ce modele, appelé modele de Poisson de taux Z, le parameétre Z joue
une role trés similaire® au cardinal » dans le modele de Bernoulli (B,,S).
Quand les mots sont de plus produits par une source probabilisée S, le mo-
dele aléatoire désigné par (Pz,S), s’envisage comme un processus en deux
étapes :

(a) Le nombre N de mots est tiré aléatoirement selon la loi de Poisson

de taux 7 ;

(b) Ensuite, N mots sont produits indépendamment par la source S.
Notons que dans le modele de Poisson, les variables Nyg ,, N}, 4 sont elles-
mémes des variables aléatoires de Poisson de taux respectifs Zu et Z(t—u) qui
ont le (bon) gotit d’étre indépendantes. Cette propriété est d'ailleurs essentielle”.
Dans le modele de Poisson, la variable 7(u, t) est donc elle-méme une variable
aléatoire fonction de ces variables.

6. De fait la moyenne du cardinal de U{ est exactement égale a Z.
7. Et pas trop dure a montrer.
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Une formule exacte pour le nombre moyen de comparaisons de symboles

Nous travaillons d’abord dans le modele de Poisson, ot les propriétés
d’indépendance permettent de simplifier les calculs, puis nous reviendrons
au modele de Bernoulli, plus naturel.

Modele de Poisson. La densité d'un algorithme A au point (u, t) du triangle
unité 7 est défini comme le nombre moyen de comparaisons de clefs entre
deux clefs (mots) M (u') et M (t') pour v/ € [u — du,u] ett’ € [t,t + dt]. Cette
densité est relativement facile a calculer dans le modele de Poisson, comme
nous allons le voir. Le nombre de comparaisons de clefs effectuées par 'algo-
rithme entre deux mots M (u') et M (') pour v’ € [u — du,u] et t’ € [t,t + dt]
est égal a

N[u—du,u] : N[t,t-l—dt] ’ %(u7 t) (3.27)

Les trois variables aléatoires correspondent a trois intervalles disjoints [u —
du,ul, [t,t + dt] et [u,t]. Dans le modele de Poisson, ces variables sont donc
indépendantes et suivent une loi de Poisson. Ainsi le nombre moyen de com-
paraisons de clefs est

E2[Nu-duu] - Bz[Njtavan] - Bz [T (u,t)] = Zdu - Zdt - Ez [ (u, t)].
Alors, la densité ¢z (u,t) dans le modele de Poisson satisfait

Dans le modéle (Pz,S), cette quantité permet de calculer, non seulement
le nombre moyen de comparaisons de clefs Cz effectuées par I'algorithme,
mais aussi le nombre moyen de comparaisons de symboles Sz (en prenant
en compte la coincidence) grace aux formules

Cy— / bo(ut)dudt, Sy = / (s t) + 17 (u, ) du dt.
T T

Modele de Bernoulli. Nous pouvons facilement revenir au modele de Ber-
noulli (B,,S), pour retrouver le nombre moyen de comparaisons de clefs
C(n) et le nombre moyen de comparaisons de symboles S(n). En effet, 1’es-
pérance dans le modele de Poisson étant égale a

S(n
SZZG_ZZ T(l')7

n>0
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le principe dit de « dépoissonisation algébrique » se traduit par 1’égalité ob-
tenue par extraction de coefficients

S(n) = nl[Z"e?Sy.

Pour calculer les coefficients S(n), nous allons donc calculer son analogue Sz
dans le modéle de Poisson car il s’avére beaucoup plus facile a obtenir.

Principes pour un transfert automatique.

Les expressions de 7, (i, j) étant explicites, on pourrait maintenant pour
chacun des algorithmes calculer I’expression de Sz dans le modele de Poisson
grace aux équations (3.25) et (3.28).

Nous choississons un chemin alternatif mais plus systématique o1 on
prend en compte la forme particuliere des quantités m, (¢, j) observés. Il est
tout a fait remarquable (et pas complétement élucidé) que, comme nous al-
lons le voir, la variable aléatoire 7(u,t) s’écrive comme une combinaison li-
néaire de fonctions rationnelles particulieres dont les espérances de Poisson
sont faciles & obtenir, et ce pour tous les algorithmes de notre étude.

Ensuite, dans le cadre de notre méthode, nous écrivons 1'espérance de
Poisson ¢z(u,t)] = Z?Ez[7(u,t)] de I'équation (3.28) sous la forme d’une
série alternée ®

k
bz(u,t) = Z(—l)k%go(k,u,t). (3.29)

k>2

Les coefficients ¢(k, u,t) sont donc définis par

o(k,u,t) = (1) K ZM ¢z (u, t) pour k > 2, @(k,u,t) = 0 pour k = 0, 1.
(3.30)
L'idée d’écrire Sz sous la forme (3.29) n’est pas (entierement!) gratuite et
permet de fait de systématiser les calculs et de simplifier la présentation de
I'analyse asymptotique qui suivra.
Nous présentons brievement une maniére semi-automatique de calcu-
ler les coefficients ¢(k, u, t) de I'équation (3.33) a partir des quantités (4, j)
pour donner lieu aux résultats rassemblés dans la table 3.2 pour les cinq al-
gorithmes.

8. Le signe (—1)* permet d’obtenir des coefficients ¢(k, u, t) de méme signe et également
de simplifier la présentation et les calculs de 1’étude asymptotique qui reste a venir. Enfin la
condition k£ > 2 vient de I'équation (3.28).
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Proposition 3.5.2. Soit une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson de taux
Z, et, pour m > 1, la variable

1
(X+1D)(X+2)...(X+m)

fm(X) =

Alorsona
(a) Pour chacun des algorithmes étudiés, la variable aléatoire 7(u,t) s'ex-
prime comme la somme de fonctions de la « base » ( f.,) et d'une éventuelle
constante (voir la deuxieme colonne de la table 3.2).
(b) Soit Fy,(Z) la valeur moyenne de f,,,(X) dans le modele de Poisson de taux
Z. Alors les deux suites

Bm(n, ) = (—=1)"nl[Z"] (Z* F,(\2))
Ym(n,\) = (~1)"nl[Z"] (23 Fr(02)) .

admettent les expressions suivantes® respectivement pour n > 1etn > 2,

Bm(n, A) = (mil)! :fr;—l)z)‘n_% Ym(n, A) = (m_—ll)! ”(Zlﬁ(ff;z) A3,
(3.31)
(¢) Pour chacun des algorithmes il existe un entier oq, pour lequel les co-
efficients p(n,u,t) (calculés pour une densité ®z(u,t)) s’exprime pour
n > oy comme une combinaison linéaire de termes [, (n, \) et ym(n, \)
pour A € {u,t,t —u}, comme décrit dans la troisieme colonne de la table
3.2. L'entier oq est donné dans la quatrieme (et derniére colonne) de la table

3.2.
Algorithmes | 7(u,t) (dans la « base » fy,) p(n,u,t) (dans la « base » f3;,7;) | oo
QuickSort | 2 (fi(Npu) — fo(Npua) 2(Pr(n,t —u) = Pa(n,t —u)) 1
InsSort 3+ f2(Njug) Ba(n,t — ) 2
BubSort 34 Fo(Njws) + 2Njg g+ F3(Nugy) | Ba(n,t — w) + 2uvs(n, t — u) 2
QuickMin 2 (f1(Nouq) — fo(Njoyp)) 2(B1(n,t) — Ba(s,t)) 1
SelMin J2(Njoup) + f2(Njoe) B2(n,u) + Pa(n, 1) 1

TABLE 3.2 — Transfert automatique de (i, j) vers p(n, u,t) valable pour n > oy.

9. Notons que S, (n,A) = 0pourn < 1etvy,(n,\) =0pourn < 2.
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Démonstration.

Assertion (a). On part de 'expression de 7, (i, j) dans la table 3.1, et on ob-
tient avec (3.25) une expression pour la variable aléatoire 7(u,t) correspon-
dant a la seconde colonne de la table 3.2.

Assertion (b). Rappelons que

k
FulZ) = Ealfn(X)] = 7Y fulh) 7y
k>0 -

Nous calculons d’abord les coefficients vy, (n, \) de F,,(2)

1 1

() 5= (=)'l Fn(2) = o

(3.32)
Ensuite les coefficients f,,(n, A) et v, (n, A) sont reliés a o, (n), respective-
ment pourn > letn > 2

Bm(n,\) = n(n—1) A" 2a,,(n—2), Ym(n,A) = —n(n—1)(n—2) \" 3a,,(n—3),
ce qui prouve, avec (3.32), les expressions (3.31) de 1’assertion (b).

Assertion (c). La troisieme colonne est obtenue a partir de la seconde en pre-
nant ’espérance dans le modele de Poisson, en multipliant par Z2 et en ex-
trayant le coefficient en Z". Toutes les expressions de la seconde colonne sont
des expressions linéaires, excepté le terme Njg [ - f3(IVj,(), qui est le pro-
duit de deux variables aléatoires indépendantes (dans le modele de Poisson).
L’espérance du produit est dans ce cas le produit des espérances

Z% - Ez(Npu) Bz (fs(Nuy)) = u- Z°F3(Z(t — u)).

Enfin, notons que I'on calcule explicitement la valeur de (o) dans le cas ou
oo = 2 (et qui sera nécéssaire pour le calcul plus tard) a partir de 1’expression
de 7, (i, j). Cette valeur correspond au fait d’avoir un terme constant % dans
mn (%, 7). Dans le cas des deux algorithmes concernés ici (InsSort et BubSort),
on calcule facilement le premier terme non nul du développement limité de
I'équation p(2,u,t) = 1 dans I'équation (3.29), et par intégration on obtient
que p(2) = 2 = 53 e Pl O

Les expressions explicites de ¢ (n, u,t) découlent des décompositions de
la troisiéme colonne de la table 3.2 et des expressions de I'équation (3.31).
Utilisant 1’équation (3.24), la suite ¢ (k) est définie pour k£ > 2,

o(k) = /T (1) + 1) ok, u, ) dudt = 3

/ o(k,u,t)dudt, (3.33)
wey* v



3.5. Algorithmes de tri et de recherche 109

et s’obtient en calculant I'intégrale de ¢ (k, u,t) sur les triangles fondamen-
taux T,,. Les résultats de ces calculs sont rassemblés dans la table 3.3. Le terme
(—1)*¢(k) est alors justement le coefficient du développement en série de Sz,

Zk
Sz = (-1 k). (3.34)
k>0 ’

Le nombre moyen de comparaisons de symboles S(n) effectuées par 1’algo-

Algorithmes | ¢(n,u,t) (pour n > o) p(n) (pour n > oy) 00
_ 2A(n) 2
ickSort 2(t — )2 _ n 1
quicisort | 2=y T R P
Aln) 1
_ _ n—2 _ - )
InsSort (n—1)(t—u) = Z o 2
weX*
BubSort (n — 1)(t — U)n_g[t — (n — ]_)u] — Z awpzj_l 2
weX* b
QuickMin | 2¢"2 2} / (t — ay) " 2dt .
weD* A .
setiin (n = D=2 1777 (n=1) 3 (bw — aw) / u'du | 1
U/'GE* Qo

TABLE 3.3 — Calcul des coefficients p(n) pour les cing algorithmes. Pour ces cing
algorithmes, on aura besoin également d’évaluer ¢ en oq : si o9 = 1 on calcule

go(l)zOetsia():Qonago(Q):@.

rithme sur une entrée constituée de n mots produit indépendamment par la
méme source probabilisée est relié a S et donc a p(n) par les égalités

Sz=e?>" %S(n), S(n)=> (1) (Z) o(k). (3.35)

n>2 k=2

On obtient donc une expression exacte pour S(n), qui plus est obtenue de
maniere « semi-automatique » a partir de I'expression de la valeur moyenne
mn(i,j) (une cette quantité écrite dans une certaine « base » de fonctions
(fm(X))). En un sens, 'analyse est terminée ! Cependant le résultat obtenu
est évidemment difficile a interpréter que ce soit pour 'ordre de grandeur ou
évaluer I'impact du mécanisme qui a permis de produire les clefs (ce qui est
quand méme notre but). C’est pourquoi il reste a réaliser une étape décisive :
évaluer le comportement asymptotique.
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3.5.3 Analyse asymptotique pour le nombre moyen de comparai-
sons de symboles

L’expression (3.35) de S(n) est tres classiquement traitée a l'aide de
la formule de Rice (donnée ci-dessous) afin d’obtenir un développement
asymptotique de S(n) lorsque n — oo. Cette étape est typique de la com-
binatoire analytique et met en jeu des fonctions de la variable complexe.

Formule de Rice. La formule de Rice [114, 115] transforme une somme bi-
nomiale en une intégrale dans le plan complexe. Pour un entier oy et tout réel
o1 €log,00 + 1], ona

" n
T(n) = Z (—1)k<k><p(k) (3.36)
k=1+o00
(_1)n+1 n!w(s)
= . G(s dS, avec G(s) = =1 . .(s—m)’ (337)
2im %8:(01) (5) (s=1)...(s—n)

ot dans cette équation w(s) est un relevement analytique de la séquence (k)
(i.e, w(k) = p(k) pour k > 1 + 0y).

Alors, selon un principe général en combinatoire analytique [58, 59], la
droite d’intégration peut étre déplacée vers la gauche, dés que G(s) (et donc
w(s)) a de bonnes propriétés analytiques : Nous avons besoin d"une région R
a gauche de la droite s = 0, ol1 w(s) soit de croissance polynomiale (pour
|S's| — 00) et méromorphe. Avec une bonne connaissance des poles de G(s),
nous obtenons finalement une formule de résidus

T(n) = (-1)"** ZRes [G(s)] + 2:2l7f/p G(s) ds] , (3.38)

ott 'y est un chemin de classe C! inclus dans la région R et la somme est
effectuée sur tous les poles s de G(s) dans le domaine intérieur délimité par
la droite verticale ts = o et la courbe T's.

Les singularités dominantes de G(s) donnent le comportement asymp-
totique de T'(n), et I'intégrale de reste (qui s’avere négligeable) est estimée en
utilisant la croissance polynomiale de G(s) lorsque |3(s)| — oo.

Relevement analytique. Afin d’appliquer la formule de Rice, nous avons
besoin de considérer un relevement analytique de la suite (¢(k)) (ou encore
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un relevement analytique w(s, u,t) pour les coefficients ¢ (k,u,t)), c’est-a-
dire une fonction analytique w(s) qui coincide avec (k) aux valeurs entiéres
s = k dans la somme (3.34).

En regle générale, il n’est pas aisé de trouver un prolongement analy-
tique 1© d’une suite quelconque. Cependant, ici, un simple changement de
variable n — s dans la table 3.3 fournit le relevement analytique w(s) de
(p(k))k>0, que I'on retrouve dans la table 3.4.

Un peu de soin est parfois nécessaire pour tenir compte la situation o1
le relevement analytique ne coinciderait sur quelques valeurs. Pour chaque
algorithme, l’existence d’un relevement n’est garanti que sur un certain do-
maine $s > 0p. Cependant la valeur de oy dépend de l'algorithme, et nous
distinguons deux classes d’algorithmes. La premiere classe est constituée de
InsSort et BubSort. Pour ces algorithmes un terme constant 1/2 apparait
dans la valeur moyenne 7, (7, j) (comme on le voit dans la table 3.1). Dans ce
cas le relevement analytique w(s) ne coincide que pour les entiers £ > 3. Le
relévement analytique n’est donc défini que pour Rs > 2, et I'abscisse oy est
égale a 2. La deuxieme classe contient les autres algorithmes pour lesquels le
relevement analytique coincide pour k > 2, et existe pour s > 1, et I'abscisse
oo vaut 1. D’apres les équations (3.35) et (3.36), et dans le cas o1 0y = 2, nous
devons ajouter a 7'(n) un terme correspondant a 'indice £ = 2 afin d’obtenir
la somme S(n) qui nous intéresse réellement. Pour les algorithmes BubSort
et InsSort, les termes additionnels sont de la forme ¢(2) (5). En conséquence,
selon la valeur de oy, le nombre moyen de comparaisons de symboles est

S(n) = () = é(‘”k BEC (ioo=1)
(3.39)

500 = (5 )2+ 00 = (5 )21+ é(‘”k BECHCEE)
(3.40)

ot1 les expressions de w(s) sont données dans la deuxieme colonne de la table
3.4 pour les cinq algorithmes de 1'étude. Rappelons que dans notre étude, le
cas op = 2 correspond aux algorithmes InsSort et BubSort et que ’on calcule
p(2) = 22

La série obtenue w(s) est appelée série de Dirichlet mixte puisqu’elle
mélange des propriétés de la source (via les triangles fondamentaux 7,,) et de

10. Il peut y en avoir plusieurs par exemple, ce qui de maniére surprenante de premier
abord, ne change rien a la validité de la formule de Rice.
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I'algorithme ((via w(s, u, t)). On peut écrire

w(s) = /7_[7(u,t) + 1w (s, u,t) dudt = Z /7;” w(s,u,t)dudt.  (3.41)

weXr*

Propriétés sur la série mixte de Dirichlet w (s).

II ne reste maintenant qu’une seule chose a faire pour conclure a partir
des équations (3.39),(3.39) et la formule de rice (3.36) : faire un calcul de résidu
et donc examiner les singularités de @w(s).

Jusqu'ici la source a été supposée relativement générale et on a aucune
garantie sur le comportement analytique sur la série w(s) elle-méme reliée
d’assez prét aux propriétés de A(s).

Pour les sources usuelles (sans mémoire, Markov et sources dyna-
miques) il existe trois types principaux de régions R ot de bonnes propriétés
de w(s) rendent possible 'application de la formule de Rice et le fait de pou-
voir décaler la droite verticale d’intégration vers la gauche. Plus précisément,
on a besoin, par exemple pour l'application de la formule de Rice, d'une ré-
gion ot les poles de w(s) sont bien identifiés : un pdle d"un certain ordre k en
une certaine abcisse qui sera ici l’abscisse o(, d’éventuels autres pdles mais
qui laissent de « I’espace pour respirer » au pdle dominant (soit des poles pé-
riodiquement espacés sur la droite d’absisse oy mais garantissant une bande
sans poles, soit une zone hyperbolique sans poles), enfin la fonction w(s) doit
étre d croissance polynomiale pour |3s — oo| lorsque 1’on s’éloigne de 1’axe
réel.

On dit alors que la fonction w(s) est « domestiquée » ** sur une région
R d’une certaine forme. Voir la figure 3.4 pour une représentation schéma-
tique des ces situations : « bande sans podles », « bande sans podles avec poles
disposés périodiquement sur une droite verticale » et « zone sans pole de
forme hyperbolique ». Pour plus de détails, nous renvoyons a [146] et [36].
Remarquons que d’apres 1’équation (3.38), le terme dominant de 1’asympto-
tique provient des poles dans la région R (par un calcul de résidus) et que
le terme d’erreur est lui induit par 1’évaluation de l'intégrale le long dun
chemin d’un chemin I'; a l'intérieur de R dans 1’équation (3.38).

Les séries mixtes de Dirichlet w(s) obtenues pour chacun des cinq algo-
rithmes de cette étude sont fortement liées a la série de Dirichlet A(s) de la

11

11. Selon les auteurs, on parle aussi de série disciplinée ou apprivoisée. Ces termes signi-
fient simplement que la série admet un domaine o1 ses pdles et son comportement analytique
sont bien « cadrés ».
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0o [e0] g0

FIGURE 3.4 — Les différentes régions sans poles du plan complexe pour définir diffé-
rents types de domestication. De gauche a droite : bande sans pdles, bande sans pdles
avec des poles périodiquement disposés sur une droite verticale, région sans pole de
forme hyperbolique.

source elle-méme. Cette série a été définie dans la section 3.3.5 dans 1'équa-

tion (3.11)
As)= D> b Mls) =D pi
weX* weXk

Il est essentiel pour avoir un résultat assez général de comprendre comment
la série de Dirichlet de la source permet de garantir que la série mixte w(s)
sera bien domestiquée. On introduit donc différentes notions (plus ou moins
fortes) de domestication pour une source probabilisée. Pour plus de détails,
nous engageons le lecteur a consulter les articles [57, 142, 128, 32, 36, 35]. Cette
notion de domestication pour les sources est adaptée a notre cadre puisqu’il
correspond a des situations ot1 la série mixte w(s) peut étre prouvée domes-
tiquée.

Nous aurons essentiellement besoin de la propriété suivante. Par défi-
nition une source domestiquée posséde une série de Dirichlet qui admet un

développement 12 prés de sa singularité oy = 1
1 1
A = — ]_
()= pg5=1 + OO

oul h(S) est I’entropie de la source (définie dans 1’équation (3.12)).
Pour conclure et donc appliquer la formule de Rice (3.36), nous avons
besoin de calculer le résidu de G(s) en oy. Ceci revient principalement a

12. Bien sfir on peut étre plus précis si 'on souhaite évaluer les termes d’erreur ou les
termes sous-dominants du développement asymptotique du nombre de comparaisons S(n).
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connaitre le développement de w(s)/(s — 0g) au voisinage du podle s = oy.
Une fois ce développement obtenu, cela est chose facile (du moins tout logi-
ciel de calcul formel en est capable) de calculer le résidu. Notons que étudier
les singularités de w(s) a partir de celles de A(s) est I'une des difficultés de cette
analyse. Cela conduira au résultat final pour 1’asymptotique de S(n) du théo-
réme 3.5.4.

Pour préciser un peu les choses et toujours avec I'exemple de Quicksort,
on calcule aussi le développement pour la série mixte au voisinage de s = 1

C2M(s) 2 1 1
=)= " e eone TG

).

Pour les algorithmes de tri, et dans les trois cas, les séries mixtes de Dirichlet
sont étroitement liées a la série A(s) de la source et le transfert de domestica-
tion entre A(s) et w(s) est facile.

Dans le cas des algorithmes de sélection, 1’étude analytique de w(s) est
plus difficile, car w(s) dépend non seulement des probabilités p,,, mais aussi
de l'intégrale d"une fonction sur chaque intervalle fondamental [a,,, by,|. Dans
ces deux cas on est amenés a considérer les séries mixtes par niveau wy(s) de
profondeur /, correspondant aux intervalles fondamentaux de profondeur /,
et nous prouvons que la série de terme général w,(s) converge normalement.

Les preuves ne sont pas données ici (on se référera a [36]).

. Terme principal
Algorithm:
gorithmes | w(s) o0 de w(5)/(s — o0)
, 2A(s) 2 2 1
= N 1 _—
QuickSort so—1)  s(s—1) wg*]’w h(S) (s —1)3
A(s) 1 s cS) 1
InsSort T s Z Do 2 2 (5= 9)
weX* 1 1
B t - Wit R S —
ubSor Z GwDry 2h(S) (5 = 2)2
weX* b
w 1
. . - 5—2
QuickMin 2 Z /a (t — ay)t*=dt 1 2b(8)8 —
’UJGZ* w b
w 1
i —1 w — Gy 2qu | 1
SelMin (s )wg*(b o) / et a(8)

TABLE 3.4 — Résultats pour I'étape 3 (étude de la singularité dominante de w(s) en

s = 00p).




3.5. Algorithmes de tri et de recherche 115

Principales constantes.

Nous décrivons ici les principales constantes qui interviennent devant le
terme dominant de I’expression singuliere de w(s)/(s — 0g) en s = oy.

Proposition 3.5.3. Les constantes qui interviennent dans la derniére colonne de la
table 3.4 sont

(i) I'entropie h(S) de la source.

(#4) La coincidence ¢(S), i.e., le nombre moyen de symboles nécessaires pour
comparer deux mots aléatoires produits par la source (en examinant leurs
préfixes).

(#4t) la min—coincidence a(S) : C’est le nombre moyen de symboles nécessaires
pour distinguer un mot aléatoire du mot le plus petit pouvant étre émis par
la source.

(iv) La coincidence logarithmique b(S) : c’est le nombre moyen de symboles
nécessaires pour comparer deux mots X et'Y tirés aléatoirement de la ma-
niere suivante : le mot X est produit aléatoirement et uniformément par la
source pour un parametre t, et Y est tiré aléatoirement avec Y > X, selon
une densité 1/t.

L'entropie h(S) est définie dans 1’équation (3.12). Les constantes a(S),
b(S), ¢(S) satisfont les inégalités a(S) < b(S),c(S) < 2b(S) et sont définies
par

a(S) =Y a, b(S) = Z/ %dudt, (S)= 3 B2 =AQ).

£>0 weXr* weX*

Ici g, est la probabilité qu’un mot préfixe de longueur ¢/ commun avec le plus
petit mot pouvant étre émis par la source, 7, est le triangle fondamental dé-
fini dans (3.23) et A(s) est défini dans (3.11).

Les constantes a(S), ¢(S) et h(S) sont faciles a calculer pour une source
sans mémoire. Pour la source sans mémoire M, non biaisée avec un alphabet
de taille 7 on a

T
_1’

a(M;) = c(M;) = . h(M,) = logr.

Pour la source binaire classique B, sur l'alphabet {0, 1}, avec py = pet p; =
1—p,ona

aBy) =——, cBp) =7 h(B,) = —plogp — (1 —p) log(1 — p).
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La constante b(S) est plus difficile a calculer méme dans le cas sans mémoire.
Mais pour la source M,, on a (voir aussi [70, 53])

rt—1

bM,) =Y (1 + % Y log ;) b(Ms) = 2.639689120.
k=1

£>0

3.5.4 Résultat final

Avec les résultats des précédentes sections, nous obtenons le comporte-
ment asymptotique du nombre moyen S(n) de comparaisons de symboles
pour chacun des cinq algorithmes de cette étude. Il faut pour cela partir des
expressions des séries mixtes de Dirichlet w(s) de la table 3.4 et calculer les
résidus afin d’appliquer la formule de Rice de la section 3.5.3. Cela donne le
théoreme suivant.

Théoreme 3.5.4. Soit une source probabilisée S domestiquée. Pour les algorithmes
QuickMin et SelMin, nous supposons que la source est faiblement domestiquée, et
pour les algorithmes de tri QuickSort, InsSort, BubSort. Alors le nombre moyen
S(n) de comparaisons de symboles effectuées par chaque algorithme sur une entrée
de n mots produit aléatoirement et indépendamment par la méme source S admet le
comportement asymptotique décrit dans la table 3.5. Les constantes dans les termes

s 2

dominants ont déja été décrites dans la proposition 3.5.3.

Remarques. Les termes sous-dominants sont également accessibles ainsi que
les termes d’erreurs, mais il faut étre plus précis sur la domestication des
séries (voir [36] pour des résultats plus avancés).

Algorithmes | K (n) ern;i : gal)nan
1

InsSort 722 C(S)4n2

n 2

9 1
BubSort 5 10(S) n”logn
QuickMin on 2(S) n
SelMin n a(S)n

TABLE 3.5 — Résultats du théoreme 3.5.4.
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3.5.5 Discussion.

Nous pouvons comparer les comportements asymptotiques pour les
deux valeurs moyennes, nombre moyen C(n) de comparaisons de clefs (co-
lonne 2 de la table 3.5) et nombre moyen de comparaisons de symboles S(n)
(colonne 3 de la table 3.5). On distingue ici deux types d’algorithmes :

(a) Les algorithmes « robustes » pour lesquelles C(n) et S(n) conservent
le méme ordre de grandeur. C’est le cas de trois algorithmes :
InsSort, QuickMin et SelMin. Bien sir, les constantes sont différentes
pour C(n) et S(n), et les rapports S(n)/C(n) font intervenir diffé-
rents types de coincidence, toujours entre deux mots, respectivement
la coincidence uniforme ¢(S), la coincidence logarithmique b(S), ou
la min-coincidence a(S) (décrites dans la section 3.5.3).

(b) Les algorithmes pour lesquelles S(n) et C(n) ne sont pas du
méme ordre, ici QuickSort et BubSort. Dans les deux cas le rapport
S(n)/C(n) satisfait 1

S(n) 1
Kn) ~ 21(S)

logn. (3.42)

Dans un autre registre, mentionnons les travaux diis a Seidel [137] qui
introduit la notion d’algorithme fidéle. Pour de tels algorithmes, on peut relier
nombre moyen de comparaisons de clefs et nombre moyen de comparaisons
de symboles. Nous pouvons adapter ces idées a notre cadre et en déduire
un joli résultat de borne inférieure sur le nombre moyen de comparaisons
de symboles pour tout algorithme de tri (reposant sur la procédure standard
en informatique de comparaison entre deux chaines de caracteres). On peut
ainsi montrer que la borne inférieure pour le nombre de comparaisons de
symboles S(n) des algorithmes de tri basés sur la comparaison de clefs est

1
S(n) ~ (S

nlog®n.

Ce résultat concerne uniquement les sources S « bien » domestiquées (que
nous n’avons pas détaillées dans ce cours) mais qui restent assez générales
puisqu’elles englobent notamment la plupart des sources usuelles comme la
source sans mémoire et la source markovienne (pourvu qu’on ne choississe
pas des parametres induisant un comportement pathologique — chaine de
Markov non primitive par exemple).

13. Ce qu’on ne sait pas encore totalement justifier a priori.



