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Introdu
tion généraleCette thèse adopte le point de vue de l'analyse d'algorithmes, dans deux domaines algorith-miques a priori bien distin
ts, qui sont l'arithmétique et la fouille de données. En algorithmique,nous analysons le 
omportement probabiliste des paramètres essentiels à des algorithmes de typeEu
lide, qui 
al
ulent le pg
d, aussi bien sur les entiers que sur les polyn�mes, et nous exhibonsen parti
ulier des lois limites gaussiennes. En fouille de données, nous analysons des phénomènesprobabilistes qui apparaissent dans des bases de données, liés en parti
ulier au nombre moyende propriétés partagées par les objets d'une telle base.Analyse d'algorithmes. Fondée dans les années 60 par Knuth, l'analyse d'algorithmes 
her
heà dé
rire plus pré
isément le 
omportement �générique� des algorithmes et de leurs stru
tures dedonnées asso
iées. On parle souvent d'analyse en moyenne, par opposition à l'analyse dans le piredes 
as. Alors que l'analyse dans le pire des 
as isole le plus mauvais 
omportement [
orrespondantsouvent à un 
as pathologique℄, l'analyse en moyenne prend en 
ompte l'ensemble des entréespossibles, pour en déduire le 
omportement moyen. Une telle analyse permet d'appréhenderde manière assez réaliste le 
omportement des algorithmes en pratique, et permet en retourde les optimiser : 
hoix entre deux algorithmes, réglage de paramètres, et
. Souvent, l'analyseen moyenne, quand elle réussit, est seulement une première étape dans le pro
essus 
ompletd'analyse, qui trouve son aboutissement �nal dans l'analyse en distribution. En e�et, même si lavaleur moyenne d'un paramètre est plus �signi�
ative� que son pire des 
as, 
ette valeur moyennene donne pas né
essairement non plus beau
oup d'informations sur la réalité. Il faut la 
ompléterpar des études supplémentaires, qui donnent des informations sur la dispersion des valeurs autourde la moyenne (
omme l'é
art-type), et plus généralement, par une étude en �distribution� quivise à dé
rire la répartition des valeurs possibles des divers paramètres.L'analyse d'un algorithme se dé
rit selon trois prin
ipales étapes.
modélisation étape analytiqueétape formelle asymptotiqueLa première étape vise à modéliser : modéliser tout d'abord les entrées de l'algorithme, maisaussi l'algorithme lui-même. C'est une étape déli
ate : un modèle trop simple n'est pas assezréaliste, et un modèle trop 
omplexe n'est pas a

essible à l'analyse. Il faut don
 trouver un
ompromis . . . . Nous serons 
onfrontés à 
ette di�
ulté en fouille des données (voir 
hapitres 6à 8). La modélisation de l'algorithme est également essentielle ; elle vise à isoler les paramètresfondamentaux, qui portent l'information re
her
hée. A la �n de l'étape de modélisation, nousavons ainsi isolé un ensemble de données, ave
 une distribution asso
iée, et des paramètres, sur
et ensemble, qui mesurent la qualité de l'algorithme, et dont nous voulons étudier 
ertaines
ara
téristiques probabilistes. Comme par ailleurs, on est surtout intéressé à 
e qui se passepour des données de grandes tailles, et qu'on ne peut espérer des résultats exa
ts (qui d'ailleursne seraient peut-être pas utilisables), l'analyse d'algorithmes vise à 
ara
tériser l'asymptotiquepré
ise du 
omportement probabiliste des algorithmes.1



Introdu
tion généraleCombinatoire analytique. C'est alors, dans la deuxième et la troisième étape, qu'entre en s
ènela 
ombinatoire analytique. Le livre fondateur de Knuth [Knu97, Knu98a, Knu98b℄ a d'abordélaboré les premières méthodes du domaine, où les résolutions de ré
urren
es jouaient un r�le
entral. Depuis, Philippe Flajolet et son é
ole [FS96, FS99℄ ont dé�ni la méthodologie généralede la 
ombinatoire analytique, où l'outil prin
ipal est la série génératri
e, ave
 ses propriétés àla fois formelles et analytiques. On peut alors pré
iser le pré
édent s
héma 
omme suit :
algorithme

paramètre dictionnaire singularités

asymptotiques
expressions
alternatives

séries
génératricesLa 
ombinatoire analytique asso
ie au paramètre étudié une série génératri
e, dont les 
oe�
ientssont étroitement reliés aux 
ara
téristiques probabilistes du paramètre. L'obje
tif est don
 d'ex-traire les 
oe�
ients. Les extra
tions suivent toujours le même prin
ipe : 
'est la position et lanature de la singularité dominante qui déterminent l'asymptotique des 
oe�
ients. Une formulealternative des séries qui met en éviden
e les singularités s'avère don
 indispensable. Dans 
etteoptique, la 
ombinatoire analytique 
onsiste en deux prin
ipales étapes, qui utilisent 
ha
une undi
tionnaire. L'étape algébrique traduit les opérations de l'algorithme en opérations algébriquessur les séries génératri
es [
onsidérées à 
e moment-là 
omme des séries formelles℄. Elle utilise à
ette �n un di
tionnaire algébrique. A la �n de 
ette étape, on a trouvé une expression alterna-tive pour les 
ara
téristiques probabilistes des paramètres 
entraux de l'algorithme (espéran
e,varian
e, et
.). Finalement, l'étape analytique utilise l'expression alternative fournie par l'étapepré
édente, la 
onsidère désormais 
omme une fon
tion de la variable 
omplexe, détermine laposition et la nature de la singularité dominante (
elle qui a le plus petit module), et utilise undi
tionnaire analytique pour en déduire l'asymptotique des 
oe�
ients.La 
ombinatoire analytique a des appli
ations très variées en théorie des langages, en 
himieave
 les stru
tures molé
ulaires, en théorie des nombres ave
 les partitions d'entiers ou les fa
teursdes polyn�mes, en pattern mat
hing ave
 le dénombrement de motifs parti
uliers, et
 .... I
i, dans
ette thèse, nous emploierons 
ette méthode en arithmétique, dans le 
as des polyn�mes (voir
hapitre 2). Cette méthode trouve naturellement son 
hamp dans 
e domaine d'appli
ation.Les résultats que nous obtenons font 
ertainement partie, pour nombre d'entre eux, du non ditde la littérature s
ienti�que. Mais, ils n'apparaissent pas en tant que tels dans la littérature, etsurtout, 
omme nous le verrons, ils �montrent le 
hemin� pour l'analyse de l'arithmétique entière,qui s'avère elle beau
oup plus 
omplexe, et né
essite d'autres outils.Analyse dynamique. La 
ombinatoire analytique adopte somme toute un point de vue assez sta-tique, puisqu'elle traduit les opérations de l'algorithme en opérations sur les séries génératri
es.Ce n'est plus possible si le 
ours de l'algorithme modi�e trop profondément la distribution desdonnées. Il faut alors trouver un autre objet, qui soit �
ompatible� ave
 l'évolution de l'algo-rithme, et qui traduise 
ette évolution. Quand il existe un système dynamique sous-ja
ent àl'algorithme, 
et objet est l'opérateur de transfert (ou opérateur de Ruelle) [Rue78℄ asso
ié ausystème dynamique, et nous allons don
 l'utiliser en lui donnant un r�le (non 
lassique en sys-tèmes dynamiques) d'opérateur générateur. C'est 
e qui fournit le 
adre de l'analyse dynamique,née du mariage de deux domaines : l'analyse d'algorithmes et les systèmes dynamiques. Ce do-maine pourrait aussi bien s'appeler 
ombinatoire dynamique, 
ar il reprend les mêmes prin
ipesque la 
ombinatoire analytique, en y intégrant le mouvement apporté par l'opérateur de trans-fert. Cette méthodologie se développe depuis une dizaine d'années sous l'impulsion de BrigitteVallée. On peut trouver une présentation générale de 
e domaine dans deux arti
les. L'arti
le2



[CMV03℄ explique la méthode dans le 
adre de la théorie de l'information, tandis que l'arti
le[Val06℄ est 
onsa
ré à la des
ription de la méthode dans le 
as des algorithmes d'Eu
lide.L'analyse dynamique emprunte alors un 
hemin détourné, qu'on peut dé
rire 
omme suit :
paramètre

asymptotiques
séries

génératrices

dictionnaire

algorithme

Système
dynamique

opérateurs de
transfert

des séries
expr. altern.

expr. altern.
opérateurs

propriétés

spectralesL'opérateur de transfert dé
rit l'évolution des données. C'est un objet qui est un 
ondensé detoutes les propriétés du système dynamique, et on peut le modi�er pour qu'il dé
rive en mêmetemps l'évolution d'un paramètre lié à l'évolution des données. Ces opérateurs modi�és jouentalors le r�le d'opérateurs générateurs, 
ar 
es opérateurs engendrent alors eux-mêmes les sériesgénératri
es. Puis, on utilise deux di
tionnaires qui travaillent sur 
es opérateurs de transfert.Le di
tionnaire algébrique traduit les opérations de l'algorithme en opérations sur les opérateursgénérateurs. Puis le di
tionnaire analytique relie les propriétés du système aux propriétés ana-lytiques des opérateurs (notamment les propriétés de leur spe
tre). Ce sont les propriétés dela valeur propre dominante des opérateurs, qui, une fois analysées et traduites sur les séries,
onduiront aux asymptotiques re
her
hées.Cette méthodologie a débuté naturellement dans le 
adre de l'analyse en moyenne, et a permisd'obtenir de nombreux résultats novateurs dans deux domaines algorithmiques : l'arithmétique etla théorie de l'information. Cette méthode a d'abord été élaborée pour répondre aux besoins del'analyse des algorithmes d'Eu
lide, et a permis d'obtenir nombre de résultats dans 
e domaine([AV00, BV05, DV04, DMDV05, LV06b, Val98b℄). Puis, Brigitte Vallée a transporté 
e point devue en théorie de l'information, et y a introduit dans [Val01℄ le modèle des sour
es dynamiques,qui sont des sour
es produites par un système dynamique. Ce modèle a permis par la suite desanalyses à la fois générales et pré
ises en théorie de l'information : des
ription �ne des paramètresdes prin
ipales stru
tures de données utilisées, analyse pré
ise de plusieurs problèmes de motifsdans les textes produits par 
es sour
es dynamiques [CFV01, CFV01, BV02, BNV01, Bou01℄.Puis, il y a trois ans, Viviane Baladi et Brigitte Vallée [BV04, BV05℄ ont dé�ni les bases del'analyse en distribution, qui s'avère i
i beau
oup plus di�
ile, et ont élaboré un 
adre généralpour 
ette démar
he en arithmétique. Tout ré
emment, la même méthode voit ses premièresappli
ations en théorie de l'information.Cette thèse est un exemple d'appli
ation de 
es méthodes �dynamiques�, que nous utilisonsnous aussi dans ses deux domaines privilégiés d'appli
ation, l'arithmétique et la théorie de l'in-formation. En arithmétique, nous étendons les méthodes d'analyse en distribution, pour obtenirdes résultats sur le 
omportement probabiliste de toute une 
lasse de paramètres des algorithmesd'Eu
lide sur les entiers (
hapitres 3 à 5). En fouille de données, nous modélisons une base dedonnées 
omme un objet de la théorie de l'information, et nous pouvons alors étendre le 
on
eptde sour
e dynamique en un 
on
ept de �base de données dynamique�. Nous appliquons alors le
hamp de l'analyse dynamique (en moyenne) à 
e nouveau domaine d'appli
ation (
hapitres 7 et8).Combinatoire analytique et analyse dynamique. Chaque méthode semble don
 avoir son 
hampspé
i�que d'appli
ations : �algorithmes non 
orrélés pour la première, � algorithmes 
onstruits surun système dynamique sous-ja
ent pour la se
onde. L'algorithme d'Eu
lide sur les polyn�mes3



Introdu
tion généraleest bien parti
ulier, puisqu'il peut prétendre à être dans 
ha
un des 
es deux 
hamps. C'estl'o

asion de 
omparer sur un exemple pré
is les deux méthodes, et de relier séries génératri
es,et opérateurs de transfert (
hapitre 2, se
tion 3.6).Arithmétique. Nous appelons algorithme d'Eu
lide tout algorithme qui 
al
ule le pg
d (plusgrand 
ommun diviseur) par une suite de divisions. L'algorithme d'Eu
lide (sur les entiers) estsouvent 
onsidéré 
omme le plus vieil algorithme au monde. Dé
rit aux environs de -300 dans �Leséléments� d'Eu
lide, il a 
onnu de nombreuses évolutions et admet maintenant plusieurs versionsà la fois sur les entiers et sur les polyn�mes [Ste67, Knu98a, BK85, Leh38, S
h71, Nak81℄. Lesalgorithmes d'Eu
lide jouent un r�le 
entral dans tous les systèmes de 
al
ul formel. D'aprèsJebelean [Jeb95℄, 
ertaines appli
ations arithmétiques utilisent 60% de leur temps total de 
al
ulen 
al
uls de pg
d et 
e 
hi�re monte à 80% pour des 
al
uls de bases de Gröbner. En outre,les algorithmes eu
lidiens ne servent pas seulement à 
al
uler le pg
d ; ils sont indispensables enarithmétique modulaire, puisqu'ils servent à 
al
uler l'inverse modulaire, et sont ainsi 
entrauxen 
ryptographie. La fa
torisation de polyn�mes utilise le 
al
ul de pg
d 
omme une brique debase,. . . Analyser et mieux 
omprendre 
es algorithmes est don
 une entreprise essentielle pourl'algorithmique arithmétique.Dans 
ette thèse, nous étudions deux types di�érents d'algorithmes d'Eu
lide. Le premier estl'algorithme d'Eu
lide lui-même, dans sa version 
lassique. Le se
ond est un algorithme d'Eu-
lide dit �rapide�, proposé par Knuth [Knu71℄ en 1971 et amélioré par S
hönhage [S
h71℄ lamême année. L'algorithme 
lassique utilise une su

ession de divisions eu
lidiennes pour 
al
ulerle pg
d. Comme on ne 
onnaît pas d'algorithme plus e�
a
e que la division naïve pour e�e
tuerdes divisions sur de grands entiers ou de grands polyn�mes, l'algorithme d'Eu
lide 
lassique aune 
omplexité binaire quadratique dans le pire des 
as. L'algorithme de Knuth-S
hönhage, lui,applique ré
ursivement une idée de Lehmer [Leh38℄ qui rempla
e de grandes divisions par des pe-tites divisions et des grandes multipli
ations. On tire alors pro�t de l'existen
e de multipli
ationsrapides (Katatsuba, FFT), de sorte que l'algorithme de Knuth-S
hönhage est sous-quadratique(dans le pire des 
as).Les analyses de l'algorithme 
lassique débutent en 1845 ave
 Lamé [Lam45℄ qui démontreque dans le pire des 
as, le nombre de divisions (ou étapes) est linéaire en la taille des entrées.Dès que l'analyse en moyenne fait son entrée en algorithmique, autour des années soixante-dix,Heilbronn [Hei69℄ et Dixon [Dix70℄ prouvent ave
 des méthodes di�érentes que le nombre moyend'étapes est aussi linéaire. Finalement, Hensley [Hen94℄ e�e
tue en 1994 l'analyse 
omplète dunombre d'étapes de l'algorithme d'Eu
lide sur les nombres, et exhibe une loi limite gaussienne.Un résultat similaire est obtenu sur les polyn�mes par les auteurs de [KK88℄, par des méthodesde dénombrement dire
t.L'in
onvénient majeur de 
es premières analyses est leur spé
i�
ité � spé
i�
ité du para-mètre �nombre de divisions� et spé
i�
ité du type d'algorithme d'Eu
lide 
onsidéré. La mé-thode d'analyse dynamique s'applique, elle, à une large 
lasse d'algorithmes et de paramètres[Val97b, Val98a, AV00, Val00b, BDV02, DV04, DMDV05℄ et permet d'atteindre l'analyse deparamètres très divers : nombre d'étapes, nombre de quotients prenant une 
ertaine valeur, taillebinaire (ou en bits) totale de tous les quotients, 
omplexité binaire (i.e. le nombre d'opérationssur les bits e�e
tuées par l'algorithme), taille du reste à une fra
tion de l'exé
ution, . . . . Tous 
esparamètres sont maintenant bien dé
rits en moyenne, et 
e, pour toute une 
lasse d'algorithmeseu
lidiens. Par exemple, Akhavi et Vallée [AV00℄ ont fait une analyse �ne de la 
omplexité binairemoyenne.Une fois les analyses en moyenne e�e
tuées, il est naturel de se tourner vers l'analyse en dis-tribution, qui s'avère i
i aussi beau
oup plus di�
ile. La méthodologie élaborée par Baladi et4



Vallée [BV05, BV04℄ leur permet d'analyser en distribution, et pour une 
lasse d'algorithmesd'Eu
lide, toute une 
lasse de paramètres, qu'on appelle les 
oûts additifs et à 
roissan
e modé-rée. Elles exhibent pour 
es paramètres une loi limite gaussienne. Les paramètres ainsi étudiéssont divers : nombre d'étapes, nombre de quotients prenant une 
ertaines valeur, taille totalede tous les quotients, . . .Mais les analyses de Baladi et Vallée ne permettent d'atteindre, ni la
omplexité binaire ni la taille des restes à une fra
tion de l'exé
ution1.Contributions de la thèse en arithmétique. I
i, nous étudions les algorithmes d'Eu
lide,à la fois sur les entiers et les polyn�mes, et visons à dé
rire le 
omportement probabiliste �n de
es algorithmes en obtenant des lois limite gaussiennes. L'analyse polynomiale est plus fa
ile que
elle sur les entiers puisque l'on peut utiliser les outils de la 
ombinatoire analytique tandis quepour l'analyse entière, la 
ombinatoire analytique s'avère infru
tueuse. Nous 
her
hons pourtantà adopter une démar
he parallèle pour les analyses de 
es algorithmes d'Eu
lide dans 
ha
unde 
es 
adres � puisque 
'est de fait le MEME algorithme� et, même si les outils d'analyse sontdi�érents, nous montrons que les méthodes de 
ombinatoire analytique utilisées sur les polyn�mespeuvent être vues 
omme un 
as parti
ulier d'analyse dynamique (
hapitre 3).Nous nous intéressons d'abord aux algorithmes d'Eu
lide 
lassiques, à la fois sur les polyn�meset les entiers, et nous étudions trois paramètres : � 
omplexité binaire de l'algorithme standard,qui 
al
ule (seulement) le pg
d � 
omplexité binaire de l'algorithme étendu, qui 
al
ule aussi les
oe�
ients de Bezout, et qui est utile pour 
al
uler les inverses modulaires � taille du reste à unefra
tion de l'exé
ution, qui dé
rit l'état de l'algorithme d'Eu
lide à une fra
tion de l'exé
utionet qui intervient dans l'analyse des algorithmes rapides. Une analyse en distribution de 
estrois paramètres pour 
ha
un de 
es deux algorithmes devrait produire en tout SIX lois limitesgaussiennes. De fait, nous en obtenons seulement . . . CINQ, 
ar nous é
houons à obtenir une loilimite gaussienne pour la 
omplexité binaire de l'algorithme standard sur les entiers.Dans les deux 
as � entiers ou polyn�mes�, les preuves sont fondées sur le même prin
ipe.Nous e�e
tuons tout d'abord une dé
omposition des 
oûts à étudier, qui fait apparaître plusieursfamilles de 
oûts : 
oûts à 
roissan
e modérée, 
oûts à 
roissan
e intermédiaire, 
oûts terminaux,
oût de type longueur de 
heminement (voir les dé�nitions 3, 4 et le théorème 11). Nous analysonsaussi 
es familles de 
oûts, pour lesquelles nous obtenons des résultats généraux, qui ont leurintérêt propre.Nous e�e
tuons en�n l'analyse en moyenne d'une variante de l'algorithme de Knuth-S
hönhage,lorsque la multipli
ation rapide utilisée n'est pas trop . . . rapide ! Quand l'algorithme KS utiliseune multipli
ation rapide de 
omplexité Θ(nα) ave
 α ∈]3/2, 2[, nous montrons que la 
omplexitébinaire moyenne de KS est d'ordre Θ(nα) (théorème 8). Ce
i 
onstitue le premier résultat d'ana-lyse en moyenne sur un algorithme sous-quadratique et est fondé sur une une étude �ne de la�régularité� de l'algorithme (théorème 6).Dans toutes les analyses pré
édentes sur les entiers, les termes dominants des asymptotiquesfont intervenir des 
onstantes qui sont liées aux propriétés spe
trales des opérateurs de transfert.Le statut algorithmique de 
es 
onstantes, et leur 
al
ul éventuel, sont alors des questions trèsnaturelles. Certaines de 
es 
onstantes admettent des expressions 
loses, mais 
e ne semble pasêtre le 
as pour d'autres. Dans le 
hapitre 5, nous étudions en parti
ulier trois 
onstantes : la
onstante de Gauss-Kuz'min-Wirsing (liée au système dynamique des fra
tions 
ontinues), la
onstante de Hensley (
onstante dominante de la varian
e du nombre d'étapes) et les dimen-sions de Hausdor� d'espa
es de Cantor sur les fra
tions 
ontinues. Nous montrons que 
es trois
onstantes sont 
al
ulables en temps polynomial (théorème 17). Nous utilisons pour 
ela un al-gorithme proposé par Daudé, Flajolet et Vallée [DFV97℄, que 
es auteurs avaient déjà utilisé1Ces deux paramètres ne sont pas additifs (voir le théorème BV dans le premier 
hapitre). 5



Introdu
tion généralepour 
al
uler des 
onstantes analogues [DFV97, Val98b℄, et qui semblait très bien fon
tionner.Cependant, l'algorithme n'était pas prouvé, et 
'est aussi 
e que nous faisons dans 
e 
hapitre.Fouille de données. L'extra
tion de 
onnaissan
es dans une base de données (ECBD), oufouille de données, 
onstitue notre deuxième 
hamp d'étude. Ave
 le développement des te
h-niques informatiques, la quantité d'informations 
ontenues dans les bases de données s'a

roît
ontinûment, et l'automatisation du traitement de 
es données devient de 
e fait indispensable.La fouille de données s'atta
he à trouver des informations signi�
atives dans une base de données.Les appli
ations sont multiples : retrouver les gènes responsables d'une maladie, 
ara
tériser etdéte
ter des intrusions dans un système sé
urisé, 
on
evoir des logi
iels d'aide à la dé
ision, et
.La fouille de données s'organise généralement selon deux phases : une phase de prétraitement,qui �formate� la base de données et une phase d'extra
tion proprement dite, qui vise à trouver lesinformations dans la base ainsi formatée. Le prétraitement demande beau
oup d'énergie puisque
haque étape doit être validée par un expert (qui peut revenir sur ses 
hoix) alors que l'extra
-tion des motifs est automatique. Nous analysons la base de données une fois formatée, qui peutêtre alors représentée 
omme un tableau de 0 et de 1. Les lignes représentent les objets, et les
olonnes représentent les propriétés de 
es objets, appelés en
ore attributs. Un motif est alorsun ensemble de propriétés. Dans 
e 
ontexte, l'information signi�
ative est représentée par desmotifs qui apparaissent fréquemment et 
'est le nombre moyen de 
es motifs dits fréquents quenous 
her
hons à analyser.Dans une base de données, il y deux types de motifs intéressants : les motifs γ-fréquentsqui, apparaissent au moins γ fois dans la base [étant donné un seuil γ �xé par l'utilisateur℄, etles motifs γ-fermés qui sont une représentation 
ondensée des motifs γ-fréquents. Le nombre demotifs fréquents (fermés) est un paramètre qui peut varier beau
oup, puisque sa valeur maximaleest exponentielle en le nombre d'attributs, tandis que sa valeur minimale est nulle. Dans [GGV01℄,Geerts, Goethals et Van den Buss
he obtiennent une borne supérieure pour le nombre de motifsfréquents. Cette borne supérieure, fondée sur la dé
omposition d'entiers en somme de 
oe�
ientsbinomiaux, est peu maniable, et il est di�
ile d'en extraire un ordre de grandeur asymptotique.A notre 
onnaissan
e, il n'existe pas d'autres analyses dans le pire des 
as pour le nombre de 
esmotifs, motifs fréquents ou motifs fermés.Contributions de la thèse en fouille de données. L'analyse en moyenne est très peu présentedans le domaine de la fouille de données. Lorsque Agrawal et al. introduisent pour la premièrefois l'algorithme Apriori [AMS+96℄, ils montrent que les motifs sont en moyenne très 
ourts.Toivonen utilise des résultats probabilistes pour justi�er sa méthode d'é
hantillonnage [Toi96℄. Lapremière véritable analyse en moyenne vient peut-être de Purdom et al. [PGG04℄ qui analysentle taux d'é
he
 d'un algorithme d'extra
tion de motifs.Dans 
ette thèse, nous 
her
hons à e�e
tuer une analyse en moyenne du nombre de 
es mo-tifs, motifs fréquents ou motifs fermés. Même si 
e n'est pas le point de vue généralement admisen fouille de données, 
e domaine de la fouille de données fait partie, de notre point de vue,du domaine général de la théorie de l'information. La théorie de l'information vise à étudier lessour
es, qui sont juste des mé
anismes qui produisent des symboles. Une base de données peuttoujours être dé
rite par une unique sour
e, qui produit en �parallèle� les textes 
orrespondant à
haque ligne (
haque objet) de la base. Dans 
e 
ontexte, le nombre de motifs fréquents (ou fer-més) est exa
tement le nombre de motifs présents simultanément dans plusieurs textes produitspar la même sour
e. Bien sûr, les propriétés de 
es bases vont être très liées aux propriétés de lasour
e elle-même, et aux hypothèses faites sur l'indépendan
e des �mots �ligne� produits. Et i
i,nous faisons toujours l'hypothèse que les mots�ligne sont indépendants.Nous analysons don
 le nombre de motifs fréquents (ou fermés), et 
e, dans trois situations dé�-6



nies par la nature du seuil. Nous 
onsidérons d'abord un seuil γ qui est une fon
tion linéaire dunombre d'objets (hypothèse 6). Sous une hypothèse très naturelle sur la sour
e (hypothèse 8), quiexprime que la probabilité d'apparition d'un motif dé
roît exponentiellement ave
 sa longueur,nous montrons que le nombre de motifs γ-fréquents est polynomial en le nombre d'attributs [de
olonnes℄ (théorème 20). C'est un résultat intéressant, qui exhibe un 
as moyen bien di�érent dupire des 
as. Il explique le bon fon
tionnement pratique des algorithmes pour des seuils raison-nables, alors que le pire des 
as indiquerait toujours un 
omportement exponentiel.Nous 
onsidérons ensuite un seuil dit intermédiaire (hypothèse 7). Sous une 
ondition sur lasour
e émettri
e plus forte que la pré
édente (hypothèse 9), nous montrons que le nombre moyende motifs γ-fréquents est équivalent au nombre moyen de motifs γ-fermés. Ce résultat est bien
onforme aux observations faites sur des bases de données faiblement 
orrélées (du type panierde la ménagère). Bien entendu, il n'est plus vrai ave
 des bases fortement 
orrélées.Nous 
onsidérons en�n le 
as d'un seuil �xe (hypothèse 5). Nous faisons dans 
e 
as une hypo-thèse plus élaborée sur la sour
e, fondée sur une estimation pré
ise du nombre moyen de motifspartagés par γ mots produits par la sour
e (hypothèse 10). Sous 
ette 
ondition, nous montronsque le nombre moyen de motifs fréquents est exponentiel en la taille de la base. Un seuil �xesigni�e en pratique un seuil très petit devant le nombre de lignes et les expérien
es montrentbien l'explosion du nombre de motifs fréquents asso
iés à 
e type de seuil.Les résultats que nous obtenons sont a priori très généraux, puisqu'ils sont valables pourtoute base dont les mots-ligne sont produits indépendamment par la même sour
e, véri�antles trois hypothèses dé
rites 
i-dessus. Les trois hypothèses que nous avons faites sur de tellessour
es sont-elles légitimes ? Il est naturel de s'interroger sur l'existen
e de sour
es qui véri�ent
es hypothèses, qui soient les plus générales possibles, mais qui soient aussi sus
eptibles d'untraitement �analytique�. Nous avons dé
idé de faire l'analyse dans le 
as où la sour
e émettri
eest une sour
e dynamique, 
'est-à-dire une sour
e 
réée par un système dynamique, dont nousavons déjà parlé. Ce modèle représente aussi le 
ompromis intéressant que nous re
her
hions, 
ar
es sour
es véri�ent les hypothèses re
her
hées 8, 9 et 10. Nos résultats s'appliquent don
 à ungrand nombre de modèles de bases de données.Publi
ations liées à la thèse. En arithmétique, les résultats des 
hapitres 1 à 4 sur l'al-gorithme d'Eu
lide 
lassique ont été obtenus en 
ollaboration ave
 Brigitte Vallée (GREYC,Caen). Une version 
ourte a été a

eptée et publiée à la 
onféren
e internationale LATIN'06[LV06b℄. Les mêmes résultats font aujourd'hui l'objet d'un arti
le invité à la revue Algorithmi
a[LV06a℄. L'analyse des algorithmes d'Eu
lide rapides a été e�e
tuée en 
ollaboration ave
 Be-noît Daireaux (GREYC, Caen), Véronique Maume-Des
hamps (Institut Mathématiques deBourgogne, Dijon) et Brigitte Vallée. Une version 
ourte est a
tuellement soumise à la 
onfé-ren
e internationale ESA'06 [DLMDV06℄. Le 
hapitre sur les 
al
uls de 
onstantes a fait l'objetd'un arti
le dans les a
tes de la 
onféren
e internationale ANALCO'04, satellite de la 
onféren
eSODA [Lho04℄.En fouille de données, l'analyse du nombre de motifs fréquents et fermés a été e�e
tuée en
ollaboration ave
 François Rioult et Arnaud Soulet du GREYC. Ce travail a fait l'objetde deux publi
ations : une publi
ation à la 
onféren
e française sur l'apprentissage CAP'05[LRS05a℄ et une autre publi
ation à la 
onféren
e internationale sur la fouille de données ICDM'05[LRS05a℄.Stru
ture de la thèse. Le manus
rit s'organise autour des deux prin
ipaux thèmes algorith-miques et une partie de la thèse est 
onsa
rée à 
ha
un d'eux : l'arithmétique (partie A) et lafouille de données (Partie B). 7



Introdu
tion généraleLa partie A rassemble les 
hapitres 1 à 5. Le 
hapitre 1 présente les algorithmes d'Eu
lide(
lassiques, étendus, rapides) et dé
rit les prin
ipaux paramètres qui seront analysés i
i : 
om-plexités binaires, taille des restes, et
. On y annon
e les prin
ipaux résultats. Le 
hapitre 2 pré-sente l'analyse 
omplète des algorithmes d'Eu
lide sur les polyn�mes, en adoptant les méthodesde 
ombinatoire analytique. Le 
hapitre 3 dé
rit les prin
ipales étapes de l'analyse dynamique,utilisée pour obtenir les résultats dans le 
as des entiers. Finalement, le 
hapitre 5 dé
rit lesrésultats de 
al
ul de 
onstantes.La partie B rassemble les 
hapitres 6 à 8. Le 
hapitre 6 est une introdu
tion générale àla fouille de données, puis le 
hapitre 7 présente la modélisation par les sour
es (ave
 leurshypothèses asso
iées) et dé
rit les prin
ipaux résultats. Finalement, le 
hapitre 8 montre quenos résultats s'appliquent dans le modèle général des bases de données asso
iées à des sour
esdynamiques.Dans tous les 
as, nos résultats originaux sont numérotés (ave
 des nombres), alors que lesautres résultats utilisés (mais dus à d'autres auteurs) sont numérotés par des des lettres.
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Partie A :Analyse des algorithmes d'Eu
lide

9





Introdu
tion de la Partie ASelon Knuth, l'algorithme d'Eu
lide est le grand-père de tous les algorithmes puisque 
'est leplus an
ien algorithme non-trivial ayant survé
u jusqu'à 
e jour. L'algorithme du pg
d est unebrique de base essentielle dans les systèmes de 
al
ul formel. Des expérien
es menées par Jebe-lean montrent que le 
al
ul de pg
d représente 60% du temps total pour 
ertaines appli
ationssur de grands entiers, et que 
e 
hi�re s'élève à 80% dans les 
al
ul de bases de Gröbner. L'algo-rithme d'Eu
lide est aussi indispensable en arithmétique modulaire, et est ainsi très présent en
ryptographie à 
lé publique.Les algorithmes d'Eu
lide. Dé
rit autour de -300 dans �Les Éléments�, l'algorithme d'Eu
lideadmet maintenant plusieurs versions, y 
ompris sur les polyn�mes. Les premières (sur les entiers)utilisent toutes une su

ession de divisions de la forme u = qv + ǫ2kr où les 
ouples (u, v) sontrempla
és après les divisions par les 
ouples (v, r), le dernier reste non nul r étant le pg
d.Parmi 
es algorithmes, on trouve les algorithmes d'Eu
lide Classique, Centré, Par-ex
ès ou α-eu
lidiens [Nak81, BDV02℄ qui imposent des 
onditions sur le reste r. Les algorithmes Pair ouImpair imposent des 
onditions de parité sur les quotients q. Les algorithmes Binaire de Stein[Ste67, Knu98a℄ et Plus-Moins de Brent et Kung [BK85℄ utilisent une stratégie qui élimine les bitsde poids faibles. Finalement, il existe des algorithmes de pg
d qui sont uniquement fondés surdes dé
isions sur les bits de poids faible [SZ04℄. Cette liste est bien entendu non exhaustive. Surles polyn�mes, il n'existe de fait qu'une version de l'algorithme d'Eu
lide 
lassique qui élimineles mon�mes de plus grand degré, puisque la version opérant sur les mon�mes de plus petitsdegré est 
omplètement symétrique de la première. En utilisant une idée de Lehmer [Leh38℄ [quirempla
e de grandes divisions d'entiers par de grandes multipli
ations et des petites divisions℄,Knuth [Knu71℄ dé
rit le premier algorithme de type diviser pour régner, amélioré ensuite parS
hönhage [S
h71℄. Stehlé et Zimmermann [SZ04℄ utilisent la même démar
he pour obtenir uneversion sur les �bits de poids faibles�. Ces algorithmes pro�tent de l'e�
a
ité des multipli
ationsrapides (FFT ou multipli
ation de Karatsuba) pour atteindre une meilleure 
omplexité queles algorithmes pré
édents. Il existe également une version de 
es algorithmes �rapides� sur lespolyn�mes.Le 
adre de l'étude et les résultats. Dans 
ette partie, nous étudions deux algorithmesd'Eu
lide : l'algorithme d'Eu
lide 
lassique (à la fois sur les polyn�mes et les entiers, et ave
ses deux versions, standard et étendu), et l'algorithme rapide de Knuth-S
hönhage, uniquementsur les entiers2. Nous souhaitons étudier le paramètre le plus important de 
es algorithmes, la
omplexité binaire. La 
omplexité binaire (ou 
omplexité en bits) est le nombre total d'opérationssur les bits né
essaires à l'algorithme pour obtenir le résultat. C'est aussi le paramètre le pluspré
is pour dé
rire la 
omplexité d'un algorithme arithmétique. Nous analysons également unautre paramètre important dans la 
ompréhension de l'algorithme d'Eu
lide 
lassique : la tailledu reste à une fra
tion de l'exé
ution. Ce paramètre dé
rit la taille des objets manipulés à un2l'analyse sur les polyn�mes ne pose pas de di�
ultés parti
ulières. Seul le temps nous a manqué.11



Introdu
tion de la Partie Ainstant donné de l'exé
ution de l'algorithme d'Eu
lide 
lassique, et il a un intérêt tout parti
ulierdans l'analyse de l'algorithme de Lehmer-Eu
lide [Leh38, DV04℄.Organisation de la Partie A. Cette partie est organisée en 
hapitres, de la manière suivante.Chapitre 1. Nous y présentons les algorithmes d'Eu
lide 
lassiques (standard et étendus) à lafois sur les entiers et sur les polyn�mes. L'algorithme de Knuth-S
hönhage est également dé
ritainsi que la variante étudiée. L'analyse de 
et algorithme est fondée sur une dé
omposition del'algorithme 
lassique en diverses �phases�, regroupant des fra
tions d'exé
ution et 
orrespondantà 
e nous appelons des algorithmes interrompus. Ensuite, nous présentons, de manière uniformesur les polyn�mes et les entiers, les prin
ipaux paramètres étudiés : 
omplexité binaire standardet étendue, taille des 
ontinuants. L'analyse de l'algorithme de Knuth-S
hönhage se réduit essen-tiellement à l'analyse de paramètres sur les algorithmes interrompus, qui sont aussi introduits.Nous énonçons tous les résultats obtenus sur 
es paramètres fondamentaux.Chapitre 2. C'est un 
hapitre 
onsa
ré à l'analyse sur les polyn�mes. Nous y analysons d'abordles deux 
omplexités binaires (standard et étendue), et montrons qu'elles suivent une loi limitegaussienne d'espéran
e quadratique et de varian
e 
ubique en la taille des entrées (théorèmes 1et 4). Nous utilisons les méthodes de 
ombinatoire analytique, en nous appuyant sur un prin
ipede dé
omposition, qui fait intervenir plusieurs familles de 
oûts : des 
oûts prin
ipaux, pourlesquels nous exhibons une loi limite gaussienne, et des 
oûts se
ondaires, pour lesquels nousobtenons un phénomène de 
on
entration. Les 
oûts qui jouent un r�le prin
ipal sont de deuxtypes [
oûts additifs à 
roissan
e modérée et 
oût de type longueur de 
heminement℄ et nousmontrons don
 leur 
omportement asymptotiquement gaussien (théorèmes 9 et 11). Les 
oûtsse
ondaires regroupent des 
oûts assez divers, dont nous analysons la varian
e, a�n de montrerqu'elle est d'un ordre de grandeur inférieur à 
elle des 
oûts prin
ipaux (théorème 10). Nousobtenons aussi une loi limite gaussienne pour la taille du reste à une fra
tion (�xe) de l'exé
ution(théorème 5).Chapitre 3. Ce 
hapitre est 
onsa
ré à l'analyse sur les entiers. C'est un 
hapitre long qui dé
ritaussi la stru
ture générale d'une analyse dynamique. Nous y présentons don
 d'abord les ob-jets dynamiques : système dynamique des fra
tions 
ontinues, et opérateurs de transfert. Maisnous suivons aussi la même démar
he générale que sur les polyn�mes et utilisons un prin
ipede dé
omposition, ave
 des 
oûts prin
ipaux et se
ondaires. Les dé
ompositions obtenues fontapparaître, 
omme pour les polyn�mes, des 
oûts additifs à 
roissan
e modérée (dont la loi limitegaussienne a déjà été obtenue par Baladi et Vallée). Les 
oûts se
ondaires sont de même type quesur les polyn�mes et nous montrons sans di�
ulté, ave
 des outils dynamiques 
ette fois, qu'ilssont 
on
entrés. Nous obtenons don
 deux lois limites gaussiennes pour la 
omplexité binaireétendue et pour la taille du reste à une fra
tion (�xe) de l'exé
ution (théorèmes 3 et 5). Nousé
houons dans l'obtention d'une loi limite gaussienne pour la 
omplexité binaire standard, maisnous obtenons des résultats sur la varian
e de 
e 
oût (théorème 2), résultats 
omplétés par une
onje
ture. L'analyse de la 
omplexité binaire de l'algorithme de Knuth-S
hönhage est fondéesur l'analyse du 
omportement probabiliste �n des algorithmes interrompus. Ce 
omportementprobabiliste est relié à un phénomène de régularité de l'algorithme 
lassique : quelle est la tailledu reste à une fra
tion de l'exé
ution, quand 
ette fra
tion tend vers 0 ave
 la taille des données ?[
ette fra
tion δ n'est don
 plus �xe, 
omme dans l'étude pré
édente℄. Nous atta
hons aussi unparamètre à 
ette étude ainsi que la série génératri
e 
orrespondante.Finalement, nous asso
ions à 
haque paramètre une série génératri
e, puis, grâ
e à la stru
turede l'algorithme, nous obtenons une expression alternative de 
es séries génératri
es en termesd'opérateurs de transfert. Les propriétés analytiques de 
es opérateurs seront démontrées au
hapitre suivant, mais nous expliquons dans le présent 
hapitre 
omment 
es propriétés peuvent12



être �transférées� sur les 
oe�
ients de 
es séries. Suivant la démar
he de Baladi et Vallée, nousmettons d'abord en éviden
e l'importan
e d'une propriété US véri�ée par 
es séries [Existen
ed'une bande verti
ale ave
 un unique p�le et un bon 
omportement sur la droite verti
ale àgau
he℄. A partir de 
ette propriété US qui sera démontrée au pro
hain 
hapitre, nous pouvonsextraire les 
oe�
ients en utilisant la formule de Perron, et obtenir les résultats 
her
hés.Chapitre 4. Ce 
hapitre est un 
hapitre d'analyse fon
tionnelle, où nous obtenons les propriétésanalytiques des opérateurs, qui ont déjà été utilisés dans le 
hapitre pré
édent. Trois opérateursjouent i
i un r�le essentiel, puisque 
e sont eux qui interviennent dans le 
hapitre pré
édent, enrelation étroite ave
 les séries génératri
es. Cha
un de 
es opérateurs fait intervenir de manièresimple l'opérateur de transfert du système dynamique. Le premier opérateur en est le �vrai�quasi-inverse, tandis que les deux autres opérateurs en sont des perturbations. Pour 
es troisopérateurs, nous exhibons une propriété de type US, [existen
e d'une bande verti
ale, ave
 ununique p�le à l'intérieur, 
ombinée à une borne sur la droite verti
ale à gau
he de la bande℄.La propriété US pour le quasi-inverse a déjà été prouvée par Baladi et Vallée [BV04℄, et nous
her
hons à étendre leur démar
he, pour l'appliquer à nos pseudo-quasi inverses. Cette démar
hegénérale s'étend bien aux pseudo-quasi-inverses, loin de l'axe réel. Mais 
'est la zone autour del'axe réel qui est la plus déli
ate à traiter, à 
ause d'une a

umulation possible de p�les à laquelleil faut faire attention. C'est 
ette a

umulation possible qui limite d'ailleurs les théorèmes 5 et 6au 
as δ rationnel, et qui limite les analyses de l'algorithme �rapide� au 
as où les multipli
ationsutilisées ne sont pas trop rapides.Chapitre 5. Ce 
hapitre est 
onsa
ré au 
al
ul des 
onstantes �spe
trales� qui interviennent dansles analyses. Certaines de 
es 
onstantes admettent une formule 
lose. En revan
he, la 
onstantedu terme dominant de la varian
e de la 
omplexité binaire étendue n'est pas expli
ite et s'exprimeen fon
tion de la valeur propre de l'opérateur de transfert. Daudé, Flajolet et Vallée [DFV97℄ ontproposé un algorithme qui 
al
ule des valeurs numériques appro
hées pour les valeurs propres de
ertains opérateurs de transfert. Ils ont 
onstaté son bon 
omportement pratique, mais n'ont pasprouvé, ni sa validité, ni sa 
omplexité. Dans 
e 
hapitre, nous prouvons 
es propriétés, dans le 
asoù l'opérateur de transfert est asso
ié à un système dynamique dont les bran
hes possèdent despropriétés fortes de 
ontra
tion. Nous prouvons ainsi que beau
oup de 
onstantes �spe
trales� quiinterviennent dans les analyses de type fra
tion 
ontinue sont 
al
ulables en temps polynomial :la 
onstante de Gauss-Kuz'min-Wirsing, la 
onstante de Hensley (
onstante du terme dominantde la varian
e du nombre d'étapes), et les dimensions de Hausdor� d'espa
es de Cantor sur lesfra
tions 
ontinues.
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Chapitre 1Algorithmes d'Eu
lide
Sommaire 1.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151.2 Présentations des algorithmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.2.1 Notations 
ommunes au deux 
ontextes . . . . . . . . . . . . . . . . 181.2.2 Algorithmes d'Eu
lide 
lassiques et étendus . . . . . . . . . . . . . 181.2.3 Algorithmes interrompus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191.2.4 Algorithme de Knuth-S
hönhage KS : version originale . . . . . . . 211.2.5 Algorithme de Knuth-S
hönhage et algorithmes interrompus . . . . 231.2.6 Versions paramétrées de KS et HG . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231.3 Paramètres des algorithmes d'Eu
lide 
lassiques et étendus . . 241.3.1 Modèle probabiliste et loi gaussienne . . . . . . . . . . . . . . . . . 251.3.2 Complexité binaire 
lassique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261.3.3 Complexité binaire des algorithmes interrompus . . . . . . . . . . . 271.3.4 Complexité binaire étendue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281.3.5 Continuant à une fra
tion de l'exé
ution . . . . . . . . . . . . . . . 291.4 Paramètres des algorithmes interrompus . . . . . . . . . . . . . . 291.4.1 Régularité des algorithmes interrompus . . . . . . . . . . . . . . . . 291.4.2 Régularité de l'arbre des appels ré
ursifs . . . . . . . . . . . . . . . 311.5 Complexité binaire de l'algorithme KSα . . . . . . . . . . . . . . 311.5.1 Fon
tions Adjust : le grain de sable dans l'analyse . . . . . . . . . . 311.5.2 Complexité binaire HGα et KSα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331.6 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351.1 Introdu
tionL'algorithme d'Eu
lide est souvent 
onsidéré 
omme le plus vieil algorithme au monde etil reste aujourd'hui un des algorithmes de base pour de nombreuses appli
ations : simpli�
a-tion de 
al
uls, 
ryptographie à 
lé publique, tests de primalité, fa
torisation de polyn�mes,. . . L'algorithme d'Eu
lide admet maintenant plusieurs versions, y 
ompris sur les polyn�mes. Ci-tons par exemple les algorithmes Pair, Impair, Centré, α-eu
lidiens [Nak81, BDV02℄, l'algorithmeBinaire de Stein [Ste67, Knu98a℄, l'algorithme Plus-Moins de Brent et Kung [BK85℄, . . . Tous 
esalgorithmes ont une 
omplexité binaire quadratique en la taille des entrées. En utilisant de ma-nière ré
ursive une idée de Lehmer [Leh38℄, qui rempla
e de grandes divisions d'entiers par degrandes multipli
ations et des petites divisions, Knuth [Knu71℄ propose le premier algorithme detype diviser pour régner, amélioré la même année par S
hönhage [S
h71℄. Ave
 une multipli
ation15



Chapitre 1. Algorithmes d'Eu
liderapide 
omme la FFT, un algorithme quasi-linéaire est obtenu et 
onstitue en
ore aujourd'hui,l'algorithme le plus rapide (pour de très grands entiers). Depuis, Stehlé et Zimmermann [SZ04℄ont proposé une version similaire mais sur les �bits de poids faibles�.Les analyses des algorithmes eu
lidiens ont tout d'abord 
on
erné le nombre de divisionsné
essaires pour trouver le pg
d. Pour les polyn�mes, les auteurs de [KK88℄ ont démontré que lenombre de divisions suit une loi binomiale. Pour les entiers, l'algorithme d'Eu
lide a été analysédans le pire des 
as par Lamé [Lam45℄ autour de 1850 et en moyenne par Heilbronn [Hei69℄et Dixon [Dix70℄ autour de 1970. Finalement la loi limite gaussienne du nombre de divisions aété démontrée par Hensley [Hen94℄ en 1994. Le même paramètre pour les algorithmes Centré,Soustra
tif et Par-ex
ès a respe
tivement été étudié (en moyenne) par Rieger [Rie78℄, Knuthet Yao [YK75℄ et Vardi. L'algorithme Binaire a quant à lui été analysé par Brent [Bre76℄ sous
ertaines 
onje
tures et par Vallée sans les 
onje
tures [Val98a℄. Dans 
es analyses (ex
eptées
elles de Brent et Vallée), les méthodes sont très diverses et il n'est pas 
lair qu'elles s'adaptentà d'autres paramètres ou algorithmes. Par exemple et pour un même résultat, Dixon a opté pourune méthode probabiliste alors que 
elle de Heilbronn est de nature 
ombinatoire.Depuis une dizaine d'années, le groupe de Caen a développé une méthode générale, appeléeanalyse dynamique, qui n'est spé
i�que ni aux algorithmes, ni au paramètre �nombre de divi-sions�. Les premières analyses dynamiques d'algorithmes eu
lidiens (sur les entiers) ont été desanalyses en moyenne sur des paramètres 
omme le nombre de divisions, le nombre de quotientsprenant une 
ertaine valeur, la 
omplexité binaire, les 
ontinuants, le nombre total de bits pour
oder tous les quotients, et
. En 2002, une per
ée signi�
ative a été réalisée ave
 la premièreanalyse dynamique en distribution des algorithmes Standard, Centré et Impair pour des 
oûtsdits additifs et à 
roissan
e modérée. En parti
ulier, Baladi et Vallée [BV05, BV04℄ ont montréque 
es 
oûts satisfont une loi limite gaussienne. Le nombre de divisions, le nombre de quotientsprenant une 
ertaine valeur, le nombre total de bits pour 
oder tous les quotients sont des 
oûtsà 
roissan
e modérée mais pas la 
omplexité binaire.La 
omplexité binaire d'un algorithme est le nombre d'opérations sur les bits e�e
tuées parl'algorithme pour obtenir le résultat. Il est très di�
ile de 
al
uler exa
tement la 
omplexitébinaire 
ar la manière d'implémenter l'algorithme et la ma
hine utilisée in�uen
ent énormément
ette 
omplexité. Des simpli�
ations sont alors faites pour les analyses mais les paramètres ob-tenus restent 
eux qui dé
rivent le mieux la 
omplexité de l'algorithme.Dans [Val00a, Val03℄, la 
omplexité binaire moyenne de plusieurs algorithmes eu
lidiens sur lesentiers est analysée. Cette analyse 
onduit à une 
lassi�
ation des algorithmes en deux 
até-gories. Tout d'abord les algorithmes 
ubiques qui admettent une 
omplexité binaire moyenned'ordre 
ubique en la taille des entrées. Les algorithmes Pair, Par-ex
ès ou Soustra
tif sont desalgorithmes 
ubiques. Les algorithmes quadratiques ont une 
omplexité binaire moyenne d'ordrequadratique en la taille des entrées. Les algorithmes d'Eu
lide Standard, Centré ou Impair sontquadratiques ainsi que l'algorithme Binaire. Nous 
onsidérons une troisième 
lasse dite des algo-rithmes rapides. Elle est uniquement 
omposée des algorithmes de type diviser pour régner deKnuth-S
hönhage ou Stehlé-Zimmermann dont la 
omplexité binaire est sous-quadratique.La 
lassi�
ation pré
édente est également valable pour des entrées polynomiales. Il est bien 
onnuque l'algorithme d'Eu
lide standard sur les polyn�mes a une 
omplexité dans le pire des 
as qua-dratique et il est admis3 qu'il en est de même pour sa 
omplexité moyenne. D'un autre 
oté,l'algorithme de Knuth-S
hönhage sur les polyn�mes pro�te également de la FFT ou des autresmultipli
ations rapides 
e qui en fait un algorithme sous-quadratique (dans le pire des 
as). Sur3Même si 
ela n'a jamais été publié, 
ela a sûrement été donné un jour 
omme exer
i
e à des étudiants demaster !16



1.1. Introdu
tionles entiers, il existe une autre 
lassi�
ation des algorithmes d'Eu
lide selon qu'ils agissent sur lesbits de poids forts (algorithmes Most Signi�
ant Bits), sur les bits de poids faibles (algorithmesLeast Signi�
ant Bits) ou les deux (algorithmes Mixtes). Nous renvoyons à [Val06℄ pour un tourd'horizon des algorithmes eu
lidiens.Les analyses probabilistes pré
édentes sur la 
omplexité binaire sont des analyses qui 
on
ernentuniquement les deux premiers moments (on parle d'analyse en moyenne). L'ultime étape, maisaussi la plus di�
ile, lorsque l'on pratique des analyses probabilistes est l'analyse en distribution.Dans 
ette thèse, nous présentons la première analyse en distribution de la 
omplexité binairedes algorithmes d'Eu
lide 
lassiques et étendus [qui 
al
ulent les 
oe�
ients de Bezout℄ lorsqu'ilsagissent sur les entiers ou sur les polyn�mes. Nous abordons aussi pour la première fois uneanalyse en moyenne d'un algorithme rapide. Cet algorithme est une version légèrement modi�éede l'algorithme de Knuth-S
hönhage qui utilise des multipli
ations de type Karatsuba (la ver-sion originale utilise la FFT). L'analyse de l'algorithme modi�é passe également par l'analysed'algorithmes dit interrompus et qui 
orrespondent à des fra
tions de l'exé
ution de l'algorithme
lassique.(1) Tout d'abord, nous montrons que la 
omplexité binaire de l'algorithme d'Eu
lide étendu [qui
al
ule les 
oe�
ients de Bezout℄ satisfait une loi limite gaussienne à la fois sur les polyn�mes etles entiers (théorèmes 3 et 4). La loi limite des 
omplexités binaires vient don
 s'ajouter à 
ellesdéjà 
onnues [BV04℄ des 
oûts additifs à 
roissan
e modérée.(2) Ensuite, nous obtenons que la 
omplexité binaire de l'algorithme d'Eu
lide 
lassique sur lespolyn�mes satisfait aussi une loi limite gaussienne (théorème 1). Toutefois, nous ne sommes pasarrivés à 
ette 
on
lusion sur les entiers mais nous améliorons l'ordre de grandeur 
onnue pourla varian
e et nous donnons des termes d'erreur (théorème 2).(3) Notre troisième résultat est une analyse �ne et en moyenne de la 
omplexité binaire d'uneversion de l'algorithme rapide de Knuth-S
hönhage sur les entiers. Cette version di�ère sur deuxpoints ave
 l'originale. Tout d'abord le seuil pour stopper les appels ré
ursifs n'est plus �xe maisdépend de la taille des entrées. Ensuite, la multipli
ation rapide n'est plus la FFT, mais toutes lesmultipli
ations dont la 
omplexité est en O(nα) pour des entiers de taille n ave
 α > 3/2. Pour
es versions, nous montrons que la 
omplexité moyenne est sous-quadratique (théorème 8). C'estla première fois qu'un algorithme eu
lidien rapide est analysé en moyenne. Daireaux, Maume-Des
hamps et Vallée [DMDV05℄ ont analysé en moyenne l'algorithme de Stehlé-Zimmermannmais ils ont 
onsidéré la multipli
ation 
lassique. L'analyse de l'algorithme de Knuth-S
hönhageest essentiellement basée sur l'analyse d'algorithmes dits interrompus qui 
orrespondent à desportions de l'algorithme d'Eu
lide. Le nombre d'étapes mais aussi la taille binaire des donnéesde sorties de 
es algorithmes sont présentées au théorème 6.(4) Les algorithmes interrompus sont liés à l'évolution des restes su

essifs dans l'exé
ution del'algorithme d'Eu
lide. Notre dernier résultat montre que la taille binaire du reste situé à unefra
tion (rationnelle) de l'exé
ution, aussi appelé 
ontinuant, suit une loi normale (théorème 5).Ce
i est la version dis
rète d'un résultat bien 
onnu de Philipp [Phi70℄ et amélioré par Valléedans [Val97b℄.Plan. Dans la première se
tion, nous dé
rivons les algorithmes d'Eu
lide 
lassiques et éten-dus, l'algorithme de Knuth-S
hönhage et les algorithmes dits interrompus. Dans les trois partiesqui suivent, nous dé�nissons les paramètres importants des trois types d'algorithmes et nous endonnons les résultats prin
ipaux. Finalement, nous 
on
luons.
17



Chapitre 1. Algorithmes d'Eu
lide1.2 Présentations des algorithmesA�n de ne pas traiter séparément le 
as des polyn�mes et le 
as des entiers, la première se
-tion introduit des notations 
ommunes aux deux 
ontextes. Ave
 
es notations, les paramètresadmettent des dé�nitions identiques dans les deux 
as. Les se
tions suivantes présentent dansl'ordre les algorithmes d'Eu
lide 
lassiques et étendus, les algorithmes interrompus et les algo-rithmes de Knuth-S
hönhage.1.2.1 Notations 
ommunes au deux 
ontextesNous étudions les algorithmes à la fois sur les entiers et sur les polyn�mes. L'ensemble desentiers naturels est noté N alors que l'anneau Fq[X] désigne l'ensemble des polyn�mes à uneindéterminée sur l'unique 
orps Fq à q éléments. Dans la suite, A désigne soit N, soit l'anneau
Fq[X].Le degré d'un polyn�me non-nul u est noté deg u. Pour u = 0, nous posons deg u = −∞. Sur lesentiers positifs, nous 
onsidérons la valeur absolue usuelle ||v|| = v tandis que sur les polyn�mes,nous 
onsidérons la valeur absolue ultramétrique dé�nie par ||v|| := qdeg v et ||0|| = 0. La tailled'un entier non-nul, notée ℓ(v), est la taille binaire de v ; elle est égale à ⌊lg v⌋ + 1 où lg est lelogarithme en base 2 et ⌊x⌋ est la partie entière de x. La taille ℓ(v) d'un polyn�me v non nulest le nombre de 
oe�
ients du polyn�me, i.e., 1 + deg v. Un polyn�me est dit unitaire si son
oe�
ient dominant est 1. Dans le 
as des entiers, les éléments unitaires sont par dé�nition tousles éléments non-nuls de N.L'ensemble Ω des entrées possibles des algorithmes d'Eu
lide est

Ω = {(u, v) ∈ A2; 0 ≤ ||v|| < ||u||, u unitaire}. (1.1)Pour tout élément (u, v) de Ω, la taille de la paire (u, v) est simplement la taille ℓ(u) de u et lanorme de 
ette paire, notée ||(u, v)||, est la norme ||u|| de u.1.2.2 Algorithmes d'Eu
lide 
lassiques et étendusSoit u et v deux éléments de A ave
 ||v|| < ||u|| et v 6= 0. La division eu
lidienne de u par vest donnée par
u = m · v + r où ||r|| < ||v|| et m ∈ A. (1.2)L'entier m (resp. r) s'appelle le quotient (resp. le reste) de la division eu
lidienne. Cette divisionadmet la représentation matri
ielle
(
v
u

)
= M[m]

(
r
v

)
, où M[m] =

(
0 1
1 m

)
.L'algorithme d'Eu
lide e�e
tue des divisions su

essives jusqu'à 
e que le reste soit nul. Le dernierreste non nul est alors le pg
d. Si pour une entrée (u, v) = (v0, v1), l'exé
ution est 
omposée des

p divisions suivantes,
v0 = v1 ·m1 + v2, v1 = v2 ·m2 + v3, . . . , vp−1 = vp ·mp + 0, (1.3)alors vp est le pg
d de (v0, v1) et nous avons la relation matri
ielle,
(
v1
v0

)
= M(i)

(
vi+1

vi

) ave
 M(i) := M[m1]M[m2] . . .M[mi]. (1.4)18



1.2. Présentations des algorithmesDans la suite, nous 
onsidérons une tran
he de l'algorithme d'Eu
lide, entre les indi
es i et
j, appelé algorithme d'Eu
lide interrompu E(i,j) qui 
ommen
e ave
 la pair (ai, ai+1) en entréeet 
al
ule la suite de divisions (1.3) entre les étapes i et j − 1. La sortie de 
et algorithme est
omposé de la paire (aj , aj+1) et de la matri
e M(i,j) 
orrespondant à la tran
he d'exé
ution,

M(i,j) := M[mi+1]M[m2] . . .M[mj ]. (1.5)La taille binaire de la matri
e M(i,j) est notée ℓ(i,j) et satisfait
ℓ(vi+1) − ℓ(vj) − 2 ≤ ℓ(i,j) ≤ ℓ(vi) − ℓ(vj+1) + 2. (1.6)Comme toutes les matri
es M[m] sont inversibles, les matri
es M(i) le sont aussi et admettent
omme inverse

M−1
(i) =

(
ai+1 bi+1

ai bi

)
, ave
 {

ai+1 = ai−1 −mi · ai, a0 = 0, a1 = 1,
bi+1 = bi−1 −mi · bi, b0 = 1, b1 = 0.

(1.7)En parti
ulier pour i = p, les 
oe�
ients ap = a et bp = b sont appelés les 
oe�
ients de Bezoutet satisfont la formule bien 
onnue,
a · v1 + b · v0 = pgcd(v0, v1).L'algorithme d'Eu
lide étendu 
al
ule à la fois le pg
d et le 
oe�
ient de Bezout a. Pour 
ela, ile�e
tue les 
al
uls suivants en plus des divisions,

a0 = 0, a1 = 1, ai+1 = ai−1 −mi · ai, pour i = 1 . . . p− 1 (1.8)(ap = a). Lorsque v1 et v0 sont premiers entre eux, le 
oe�
ient a 
orrespond à l'inverse modulairede v1 modulo v0. L'algorithme d'Eu
lide étendu o�re don
 un moyen automatique de 
al
ulerdes inverses modulaires 
e qui est par exemple utile à la génération de 
lés publiques et privéesdu proto
ole RSA.1.2.3 Algorithmes interrompusNous introduisons maintenant des algorithmes dits interrompus qui sont adaptés à la 
om-préhension mais aussi à l'analyse des algorithmes de Knuth-S
hönhage. Ces algorithmes ont étéintroduits la première fois dans [DV04℄ pour l'analyse de l'algorithme de Lehmer-Eu
lide [Leh38℄.Pour deux indi
es i, j qui satisfont 0 ≤ i ≤ j ≤ p, l'exé
ution de l'algorithme d'Eu
lide entreles étapes i et j 
orrespond à l'algorithme interrompu E(i,j). Il existe deux types d'indi
es (i, j),selon qu'ils dépendent dire
tement du nombre d'étapes p, ou de la taille n = ℓ(v0) de l'entrée.Nous notons Ωn l'ensemble des entrées de taille n,
Ωn := {(v0, v1); 0 < v1 < v0, ℓ(v0) = n}.Dans 
e qui suit, γ, δ satisfont les 
onditions suivantes : γ ∈ [0, 1], 0 < δ < 1 − γ.Algorithme E[γ,δ]. Sur une entrée (v0, v1) de Ωn, l'algorithme E[γ,δ] 
ommen
e à la ke itération del'algorithme d'Eu
lide, dès que la taille du reste vk a diminué de γ · n, i.e., ℓ(vk) ≤ (1 − γ) · n,et s'arrête lorsque la taille du reste vi a en
ore diminué de δ · n, i.e., ℓ(vi) ≤ (1 − γ − δ) · n.Autrement dit, nous avons E[γ,δ] = E(i, j) ave


i := min{k; ℓ(vk) ≤ n− ⌊γ n⌋}, j := min{k; ℓ(vk) ≤ n− ⌊γ n⌋ − ⌊δ n⌋}. 19



Chapitre 1. Algorithmes d'Eu
lideAlgorithme Eδ(u, v) Algorithme Êδ(u, v)
n := ℓ(u) n := ℓ(u)
i := 1 i := 1
v0 = u, v1 = v v0 = u, v1 = v
M0 = I M0 = ITant que ℓ(vi) > (1 − δ) · n Tant que ℓ(vi) > (1 − δ) · n
mi := ⌊vi−1/vi⌋ mi := ⌊vi−1/vi⌋
vi+1 := vi−1 −mivi vi+1 := vi−1 −mivi

Mi := Mi−1 ·M[mi] Mi := Mi−1 ·M[mi]

i+ + i+ +Retourner (vi−1, vi,Mi−1) Retourner (vi−3, vi−2,Mi−3)Fig. 1.1 � Algorithmes interrompus Eδ et Êδ.L'algorithme Ê[γ,δ] 
orrespond au même algorithme sauf que les deux dernières étapes ne sontpas e�e
tuées. E[γ,δ] et Ê[γ,δ] sont des algorithmes purement théoriques sauf si le point de départest 
elui de l'algorithme d'Eu
lide, i.e. γ = 0. Dans 
e 
as, nous obtenons les algorithmes Eδ et
Êδ dé
rits à la �gure 1.1Nous verrons que les algorithmes Ê[γ,δ] et Ê1/2 sont parti
ulièrement bien adaptés pour dé
rirela pro
édure ré
ursive de l'algorithme de Knuth-S
hönhage.Algorithme E<γ,δ>. Il est di�
ile d'analyser dire
tement les algorithmes interrompus E[γ,δ] 
ar onne sait ni à quelle étape ils 
ommen
ent, ni à quelle étape ils terminent. C'est pourquoi, nousintroduisons l'algorithme E<γ,δ>. Sur une entrée (v0, v1) de Ωn, l'algorithme E<γ,δ> 
ommen
e àl'étape ⌊γ ·p⌋ (où p est la variable aléatoire du nombre total d'étapes) et s'arrête ⌊δ ·p⌋ itérationsplus tard. Autrement dit, E<γ,δ> = E(i,j) ave


i := ⌊γ p⌋, j := ⌊γ p⌋ + ⌊δ p⌋.Dans notre analyse, nous allons montrer que les algorithmes E<γ,δ> et E[γ,δ] sont très pro
hesl'un de l'autre d'un point de vue probabiliste. Pour démontrer 
ette similitude, nous utilisons unalgorithme théorique intermédiaire E<γ,δ].Algorithme E<γ,δ]. Sur une entrée (v0, v1) de Ωn, l'algorithme E<γ,δ] 
ommen
e à l'étape k = ⌊γ·P ⌋et s'arrête lorsque la taille du reste v⌊γ·P ⌋+i a diminué de δ · n par rapport à 
elle de vk, i.e.,
ℓ(v⌊γ·P ⌋+i) ≤ ℓ(vk) − δn. Les deux algorithmes E<γ,δ] et E(i,j) véri�ent E<γ,δ] = E(i,j) ave


i := ⌊γ p⌋, j := min{k; ℓ(vk) ≤ n− ⌊γ n⌋ − ⌊δ n⌋}.Distan
e entre les algorithmes interrompus. Nous souhaitons 
omparer les algorithmes interrom-pus E[γ,δ] [qui interviennent de manière naturelle pour dé
rire l'algorithme de Knuth-S
hönhage℄ave
 l'algorithme E<γ,δ> [qui est plus régulier puisque nous 
onnaissons exa
tement son nombred'étapes℄. Nous introduisons alors une distan
e entre deux algorithmes interrompus E(i,j) et E(i′,j′)dé�nie par la relation
d(E(i,j), E(i′,j′)) = max(|i− i′|, |j − j′|),et nous allons montrer que la distan
e entre E[γ,δ] et E<γ,δ> est petite ave
 une très grandeprobabilité. Cela prouvera une grande régularité pour l'algorithme E[γ,δ].20



1.2. Présentations des algorithmes
(vi, vi+1)

(vi, vi+1) (vk, vk+1)

(vk, vk+1)
matri
e Mi,k

matri
e Mi,k

tron
ature matri
e/ve
teurproduit
Fig. 1.2 � Une étape de l'algorithme de Lehmer-Eu
lide.1.2.4 Algorithme de Knuth-S
hönhage KS : version originale1.2.4.1 Critère de JebeleanNous nous limitons i
i au 
as des entiers. L'algorithme de Knuth-S
hönhage [Knu71, S
h71℄utilise de manière ré
ursive une idée de Lehmer [Leh38℄ qui est de rempla
er de grandes divisionspar de grandes multipli
ations et des petites divisions. La 
omplexité d'une division est d'ordre

Θ(n2) sur des entiers de taille n alors qu'il existe des multipli
ations de 
omplexité O(nα) (Ka-ratsuba ou Tom-Cook) ave
 α < 2 ainsi que des multipli
ations quasi-linéaires 
omme la FFT(
omplexité en O(n log n log log n)).L'idée de Lehmer se base sur le 
ritère de Jebelean qui montre que la séquen
e des quotients
mi issus des grands entiers (v0, v1) 
orrespond (au moins au départ) à la séquen
e des quotientssur les petits entiers (v0, v1) dont les n/2 bits de poids faibles de v0 et v1 ont été supprimés. Lespremiers restes issus de (v0, v1) ne sont pas égaux aux restes issus (v0, v1) mais 
omme les premiersquotients le sont, les premières matri
es M(i) (voir formule 1.7) issues de (v0, v1) sont aussi 
ellesissues de (v0, v1). Le 
ritère de Jebelean indique jusqu'où 
es quotients et 
es matri
es sont égaux.Ensuite en utilisant la relation matri
ielle 1.4, il est possible de retrouver les restes issus desgrands entiers ave
 un simple produit d'une matri
e par un ve
teur. Cette démar
he 
orrespondà 
elle de l'algorithme de Lehmer-Eu
lide [Leh38℄ qui rempla
e don
 les grandes divisions issuesde (v0, v1) par de plus petites issues de (v0, v1) et de grandes multipli
ations rapides [
f �gure1.2℄. L'algorithme de Knuth-S
hönhage utilise de manière ré
ursive 
ette appro
he.Nous 
ommençons par une dé�nition de la tron
ature avant de donner le 
ritère de Jebelean.Dé�nition 1 Considérons une paire (v0, v1) ave
 v0 > v1 > 0 et n := ℓ(v0). Pour m < n, lapaire (v0, v1) dé�nie par v0 := ⌊v0 · 2m−n⌋, v1 := ⌊v1 · 2m−n⌋ est notée Tm(v0, v1).La fon
tion Tm supprime les (n−m) bits de poids faible et est appelée la tron
ature d'ordre
m. Notons que l'entier v0 véri�e ℓ(v0) = m.Le 
ritère de Jebelean relie les quotients su

essifs d'une entrée aux quotients d'une tron
atureasso
iée.Critère 1 (Jebelean) Pour une paire (v0, v1) ave
 v0 > v1 > 0 et n := ℓ(v0), 
onsidérons lapaire (v0, v1) = Tm(v0, v1), et la séquen
e de restes (vi) de l'algorithme d'Eu
lide sur l'entrée
(v0, v1). Nous notons k le plus petit entier i pour lequel vi satisfait ℓ(vi) ≤ ⌈m/2⌉. Alors laséquen
e des quotients mi de l'algorithme d'Eu
lide sur (v0, v1) 
oïn
ide ave
 la séquen
e desquotients mi de l'algorithme d'Eu
lide sur (v0, v1) pour i ≤ k − 3. 21



Chapitre 1. Algorithmes d'Eu
lideAlgorithme HG(u, v)
n := ℓ(u)
S :=seuil en fon
tion de nRetourner HG(u, v, S)Algorithme HG(u, v, S)1 n := ℓ(u)2 Si n ≤ S alors Retourner Ê1/2(u, v)3 m := ⌊n/2⌋4 (u, v) := Tm(u, v)5 (s1, t1,M1) := HG(u, v, S)6 (u1, v1) = M−1

1 (s1, t1)7 Adjust1(u1, v1,M1)8 (u1, v1) := Tm(u1, v1)9 (s2, t2,M2) := HG(u1, v1, S)10 (u2, v2) = M−1
2 (s2, t2)11 Adjust2(u2, v2,M2)12 Retourner (u2, v2,M1 ·M2)

Algorithme KS(u, v)Tant que ℓ(u) > S
n := ℓ(u)
m := ⌊n/2⌋
(u, v) := Tm(u, v)
(s, t,M) := HG(u, v)
(u, v) := M−1(u, v)Fin Tant queRetourner Eucl −Classique(u, v)

Fig. 1.3 � Algorithme de Knuth-S
hönhage.Le 
ritère de Jebelean motive l'introdu
tion des algorithmes Êδ où les deux dernières étapes desalgorithmes Eδ ne sont pas e�e
tuées. Il montre aussi que l'algorithme Ê1/2 exé
uté sur l'en-trée tronquée Tm(v0, v1) retourne une matri
e qui aurait été 
al
ulée ave
 l'entrée non-tronquée
(v0, v1).L'algorithme de Lehmer-Eu
lide [Leh38℄ utilise 
ette propriété pour e�e
tuer les 
al
uls surles entiers tronqués. L'algorithme de Knuth-S
hönhage utilise une fon
tion ré
ursive HG dont lerésultat est le même que 
elui retourné par Ê1/2 mais dont l'appro
he de type diviser-pour-régnerest plus e�
a
e.1.2.4.2 Algorithme HGLa �gure 1.3 donne le 
ode de la fon
tion HG et de l'algorithme KS. Nous dé
rivons main-tenant les étapes prin
ipales de la fon
tion HG.Le premier appel ré
ursif à la ligne 5 est fait sur des entiers de taille n/2 et retourne une matri
edont les 
oe�
ients sont de taille environ n/4 [le environ sera justi�é plus tard℄. Les entiers
(u1, v1) à la ligne 6 ont alors une taille d'environ 3n/4. En appliquant deux fois le 
ritère deJebelean, on montre que (u1, v1) sont des restes su

essifs dans la suite des restes issus de (u, v).La fon
tion Adjust1 à la ligne 7 assure essentiellement la 
ondition ℓ(u1) < 3n/4. Pour 
ela, destests et un nombre borné de divisions eu
lidiennes sont e�e
tuées. Le se
ond appel ré
ursif à laligne 9 utilise aussi des entiers de tailles environ n/2. La matri
e M2 est de taille environ n/4et u2 satisfait ℓ(u2) ≈ n/2. Finalement, la fon
tion Adjust2 véri�e si les 
onditions du 
ritèrede Jebelean sont véri�ées et fait ou défait 
ertaines divisions eu
lidiennes. Pour une des
riptionpré
ise de l'algorithme et des fon
tions Adjust, nous renvoyons à [Yap96℄.Oublions pour l'instant le sur-
oût apporté par les fon
tions Adjust. Les étapes 6, 10 et 12 ef-fe
tuent un 
ertain nombre K de multipli
ations sur des entiers de taille au plus n. Si M(n)22



1.2. Présentations des algorithmesdésigne le 
oût de la multipli
ation utilisée, la 
omplexité binaire B(n) de l'algorithme HG surdes entrées de taille n satisfait
B(n) = 2B(

n

2
) +K ·M(n).Si la FFT est utilisée, ave
 M(n) = O(n log n log log n), la 
omplexité binaire totale est alorsde l'ordre de O(n log2 n log log n). Ave
 une multipli
ation de 
omplexité M(n) = Θ(nα) ave


1 < α < 2 (par exemple Karatsuba ou Tom-Cook), le 
oût total est B(n) = Θ(nα).Choix du seuil S. Dans la version originale de l'algorithme KS , le seuil S est �xé expérimenta-lement et dépend de l'algorithme utilisé en-dessous de 
e seuil. La version que nous proposonsplus loin fait intervenir un seuil qui dépend de la taille initiale des entrées.1.2.5 Algorithme de Knuth-S
hönhage et algorithmes interrompusL'algorithme Ê[γ,δ] est parti
ulièrement bien adapté pour dé
rire le travail de l'algorithme HG.Chaque appel à la fon
tion HG ave
 des éléments de tailles plus grandes que le seuil S impliquedeux appels ré
ursifs à la fon
tion HG. Les appels ré
ursifs su

essifs se représentent don
 sousla forme d'un arbre binaire (
f. �gure 1.4) où la ra
ine est l'appel initial à la fon
tion HG et oùle sous-arbre gau
he (resp. droit) est l'arbre issu du premier (se
ond) appel à la fon
tion HG. Laproposition suivante montre le lien entre la fon
tion HG et les algorithmes interrompus.Proposition 1 Considérons le je noeud du niveau i dans l'arbre des appels ré
ursifs. Supposonsque le niveau i satisfait i < η lg n pour une 
onstante η < 1. Alors, la matri
e M(i)
j 
al
ulée parl'algorithme HG 
oïn
ide ave
 la matri
e qui aurait été 
al
ulée par l'algorithme interrompu Ê[γ,δ]ave
 γ := j/2i+1, δ := 1/2i+1.Cette proposition est importante puisqu'elle ramène l'analyse de la fon
tion HG à 
elle desalgorithmes interrompus.1.2.6 Versions paramétrées de KS et HGLa version que nous étudions de l'algorithme de Knuth-S
hönhage est di�érente sur deuxpoints de la version originale.La multipli
ation. La première di�éren
e se fait au niveau des étapes 6, 10 et 12. Ces étapes
orrespondent à la multipli
ation de deux matri
es ou à la multipli
ation d'une matri
e parun ve
teur. Ces multipli
ations mettent en jeu de grands entiers et dans sa version originale,l'algorithme de Knuth-S
hönhage utilise la transformée de Fourier rapide. Pour des entiers detaille n, la FFT a une 
omplexité quasi-linéaire en O(n log n log log n). Les te
hniques d'analyseque nous utilisons ne nous ont pas permis d'aborder des multipli
ations plus rapides que 
elles en

O(n3/2). La multipli
ation de Karatsuba (
omplexité en O(nlg 3) ave
 lg 3 ≈ 1.58) entre dans le
adre tandis que la multipli
ation de Tom-Cook (
omplexité en O(nα) ave
 α ≈ 1.46) n'y rentreplus.Le seuil S. La version originale de KS utilise un seuil �xe S. Il est aussi possible de 
hoisirun seuil S qui dépend de la taille n des entrées de manière à 
e que le 
oût total de tous lesalgorithmes interrompus Ê1/2 en �n de ré
ursion soit plus petit que le 
oût total de toutes lesmultipli
ations e�e
tuées avant la �n de la ré
ursion. La �gure 1.4 représente les appels ré
ursifsde la fon
tion HG. Nous avons disposé sur 
haque n÷ud la taille attendue des entrées. Pour unn÷ud de profondeur k, l'entrée est environ de taille n/2k. Le seuil S véri�e aussi n/2h ≈ S où h23
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n , M (0)
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0
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2h , M (h)

0
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2h , M (h)

2h−1Fig. 1.4 � Arbre des appels ré
ursifs de la fon
tion HG sur une entrée de taille binaire n. A
haque n÷ud, le premier élément est la taille de l'entrée �attendue� et le se
ond est la matri
ede sortie.est la hauteur de l'arbre et le nombre de feuilles est d'environ 2h. Comme l'algorithme interrompu
Ê1/2 est d'ordre quadratique, le 
oût total des feuilles est de l'ordre de 2h(n/2h)2. Maintenant,à la profondeur i, l'algorithme HG e�e
tuent un nombre �ni de multipli
ations (lignes 6,10 et12) sur des entiers de taille au plus n/2i. Si 
es multipli
ations ont une 
omplexité de la forme
µ(n) ∼ Anα [
'est 
ette situation qui nous intéressera par la suite℄, alors le 
oût total des produitsest de l'ordre de

A

h−1∑

i=1

2iµ(
n

2i
) ≈ Anα 21−α

2α−1 − 1
.Le 
oût total des algorithmes interrompus et le 
oût total des multipli
ations sont du même ordrede grandeur dès que la hauteur h satisfait h ∼ (2 − α) lg n.Algorithmes HGα. Nous désignons parHGα l'algorithmeHG pour lequel le niveau de ré
ursionsatisfait h = ⌊(2 − α + r) lg n⌋, ave
 un petit réel r dé�ni plus tard. Ainsi, le 
oût aux feuillesdevient négligeable devant le 
oût total de tous les n÷uds et le 
oût total est alors de l'ordrede Θ(nα). Notre obje
tif dans 
ette partie est de montrer que l'heuristique que nous venonsd'utiliser est en moyenne exa
te. L'algorithme de Knuth-S
hönhage asso
ié à la fon
tion HGαest noté KSα.1.3 Paramètres des algorithmes d'Eu
lide 
lassiques et étendusDans 
ette se
tion nous introduisons la 
omplexité binaire des algorithmes d'Eu
lide 
las-siques et étendus ainsi que les 
ontinuants à une fra
tion de l'exé
ution. Pour 
ertains de 
es24



1.3. Paramètres des algorithmes d'Eu
lide 
lassiques et étendusparamètres, nous montrons qu'ils admettent une loi limite gaussienne. La première se
tion dé
rit
ette notion et le modèle probabiliste 
hoisi. Ensuite, nous traitons séparément les 
omplexitésbinaires 
lassiques (sur les polyn�mes et sur les entiers), les 
omplexités binaires étendues et lataille des 
ontinuants à une fra
tion de l'exé
ution. Finalement, nous présentons les di�érentsparamètres des algorithmes interrompus et nous montrons que leur analyse est su�sante pourétablir la 
omplexité moyenne des algorithmes KSα.1.3.1 Modèle probabiliste et loi gaussienneQue 
ela soit sur les polyn�mes ou sur les entiers, Ωn désigne l'ensemble des 
ouples (u, v) ∈ Ωtel que ℓ(u) = n,
Ωn := {(u, v) ∈ Ω; ℓ(u) = n}.Chaque ensemble Ωn est muni de la distribution uniforme notée Pn. L'espéran
e et la varian
ed'un paramètre R sur Ωn sont respe
tivement notés En[R] et Vn[R]. Dans 
ette thèse, nousmontrons qu'un 
ertains nombre de paramètres satisfont une loi limite gaussienne.Dé�nition 2 Un paramètre R sur Ω satisfait une loi limite gaussienne s'il existe trois suites

(en)n, (vn)n et (rn)n telles que sur 
haque Ωn ont ait
Pn

[
a ≤ R− en√

vn
≤ b

]
=

1√
2π

∫ b

a
e−t2/2dt+O(rn), (a, b) ∈ R2, rn → 0.La suite (rn)n est appelée la vitesse de 
onvergen
e de R vers la loi limite et est également notée

rn[R]. Les suites en et vn sont équivalentes à l'espéran
e et la varian
e de R sur Ωn,
en ∼ En[R], vn ∼ Vn[R].Les lois limites gaussiennes se ren
ontrent souvent dans les analyses probabilistes. En parti-
ulier, lorsqu'un paramètre est la somme d'expérien
es aléatoires identiques et indépendantes(ex : nombre de piles obtenus après n lan
és d'une piè
e), il admet une loi limite gaussienne.L'algorithme d'Eu
lide 
lassique répète plusieurs fois des divisions eu
lidiennes mais 
elles-
i nesont pas indépendantes. La situation est alors plus 
ompliquée et même si des loi limites sontattendues, elles restent di�
iles à démontrer.Dans le 
as des entiers, Baladi et Vallée [BV05, BV04℄ ont montré que les 
oûts additifs à
roissan
e modérée satisfont une loi limite gaussienne. Ces paramètres sont asso
iés à un 
oûtélémentaire sur les quotients et sont de la forme

C(u, v) :=

p∑

i=1

c(mi).Lorsque c(m) = O(logm), les 
oûts c et C sont dits à 
roissan
e modérée. Cette 
lasse de 
oûts
ontient de nombreux paramètres naturels 
omme le nombre d'étapes p (pour c = 1), le nombred'o

urren
es d'un quotient m0 (pour c(m) = [[m = m0]]), la taille totale pour 
oder tous lesquotients, . . . Les résultats de [BV05, BV04℄ s'expriment par exemple de la manière suivante.Théorème BV (Baladi-Vallée) Considérons un 
oût additif C relatif à un 
oût élémentaire
c à 
roissan
e modérée.(i) Sur l'ensemble Ωn des entrées de taille n, le 
oût C suit asymptotiquement une loi limitegaussienne dont l'espéran
e, la varian
e et la vitesse de 
onvergen
e sont
En[C] = µ(c) · n+ µ1(c) +O(2−nγ), Vn[C] = ρ(c) · n+ ρ1(c) +O(2−nγ), rn[C] = O(n−1/2).25



Chapitre 1. Algorithmes d'Eu
lideI
i γ est une 
onstante stri
tement positive qui ne dépend pas de c.(ii) Les 
onstantes µ(c) et ρ(c) sont bien dé�nies et sont liées à la valeur propre dominante
λ(s,w) de l'opérateur de transfert

Gs,w,[c][f ](x) =
∑

m≥1

ewc(m)

(m+ x)2s
f(

1

m+ x
) (1.9)agissant sur C1([0, 1]). Plus pré
isément,

µ(c) =
2 log 2

|λ′s(1, 0)|
λ′w(1, 0),

ρ(c) =
2 log 2

|λ′s(1, 0)|3
[λ′2s (1, 0) · λ′′w2(1, 0) − 2λ′w(1, 0) · λ′s(1, 0) · λ′′sw(1, 0) + λ′2w(1, 0) · λ′′s2(1, 0)].La 
al
ulabilité des 
onstantes µ(c) et ρ(c) est di�érente. Très souvent, la première dérivée de

λ(s,w) est 
onnue en (1, 0). Par exemple, lorsque c est la taille binaire ℓ,
λ′s(1, 0) = − π2

6 log 2
, λ′w(1, 0) =

2

log 2
log

∞∏

i=0

(1 +
1

2i
), µ(l) =

12 log 2

π2
log

∞∏

i=0

(1 +
1

2i
).D'un autre 
oté, il n'existe pas en
ore de formule 
lose de ρ(ℓ) mais au 
hapitre 5, nous présentonsune méthode générale pour appro
her sa valeur et nous avons obtenu l'estimation

ρ(ℓ) ≈ 0.091.Lors de l'analyse des algorithmes d'Eu
lide sur les polyn�mes (Chapitre 2), l'équivalent du théo-rème BV sur les polyn�mes est démontré (théorème 9).1.3.2 Complexité binaire 
lassiqueChaque itération de l'algorithme 
lassique se 
ompose d'une division eu
lidienne de la forme
u = m · v + r suivie d'un é
hange. La 
omplexité binaire naïve pour e�e
tuer la division est
ℓ(v)ℓ(m). Le 
oût de l'é
hange se fait en temps 
onstant (a�e
tation entre pointeurs) et peutêtre 
onsidéré 
omme négligeable.La 
omplexité binaire B de l'algorithme d'Eu
lide 
lassique est la somme des 
oûts binaires de
haque division et ave
 les notations de la se
tion 1.2.2, elle est donnée par formule,

B(v0, v1) :=

p∑

k=1

ℓ(vk)ℓ(mk). (1.10)Dans le pire des 
as, la 
omplexité binaire de l'algorithme d'Eu
lide sur les polyn�mes est d'ordrequadratique et nous 
ara
térisons maintenant sa loi limite.Théorème 1 (Complexité binaire 
lassique (polyn�mes)) La 
omplexité binaire B de l'al-gorithme d'Eu
lide 
lassique sur l'ensemble Ωn suit une loi limite gaussienne dont l'espéran
e,la varian
e et la vitesse de 
onvergen
e satisfont
En[B] =

2q − 1

2q
n2 +O(n) Vn[B] =

q − 1

3q2
n3 +O(n2), rn[B] = O(n−1/2).26



1.3. Paramètres des algorithmes d'Eu
lide 
lassiques et étendusEn utilisant les te
hniques de séries génératri
es présentées au 
hapitre 2, nous obtenons lesdéveloppements pré
is de l'espéran
e et de la varian
e de B sur Ωn,
En[B] =

2q − 1

2q
n2 − 2q2 − q + 1

2(q − 1)q
n+

q

(q − 1)2
+O(n2q−n),

Vn[B] =
q − 1

3q2
n3 +

q2 + 2q − 1

2q2(q − 1)
n2 +

q4 + 2q3 + 12q2 − 4q + 1

6(q − 1)3q2
n− q(q2 + 5q + 1)

(q − 1)4
+O(n4q−n).Dans [Val03℄, Vallée a développé une méthodologie générale pour e�e
tuer l'analyse dynamiqueen moyenne de toute une 
lasse de paramètres dans le 
as des entiers. La 
omplexité binaire

B fait partie de 
ette 
lasse et Akhavi et Vallée [AV00℄ ont établit (ave
 
ette méthodologie)que l'espéran
e de B est en moyenne quadratique en n sur Ωn et que le se
ond moment estasymptotiquement équivalent au 
arré de l'espéran
e. Ce
i implique pour la varian
e
Vn[B] = En[B2] − En[B]2 = o(n4).Nous ne sommes pas parvenu à démontrer la loi limite gaussienne du paramètre B dans le 
asdes entiers, mais nous améliorons les résultats pré
édents.Théorème 2 (Complexité binaire 
lassique (entiers)) (i) Sur l'ensemble Ωn des entréesde taille n, l'espéran
e et la varian
e de B satisfont

En[B] =
1

2
µ(ℓ) · n2

[
1 +O(n−1)

]
Vn[B] = ρ0 · n3

[
1 +O(n−1)

]ave
 ρ0 une 
onstante positive ou nulle liée au spe
tre de l'opérateur de transfert pondéré Gs,w,[c](voir formule 1.9).(ii) Sous une 
onje
ture (C), la 
onstante ρ0 est non nulle et est reliée à la 
onstante ρ(ℓ) duthéorèmes BV via l'égalité ρ0 = ρ(ℓ)/3.D'une manière générale, les algorithmes d'Eu
lide sur les polyn�mes sont plus simples à étudierque leurs homologues sur les entiers. Une des raisons est que sur les polyn�mes, tout se passe
omme si les divisions su

essives de l'algorithme d'Eu
lide étaient indépendantes alors que surles entiers, 
es divisions sont très 
orrélées. Nous expliquons l'hypothèse ρ0 = ρ(ℓ)/3 à la se
tion1.3.4.1.3.3 Complexité binaire des algorithmes interrompusL'algorithme d'Eu
lide interrompu E(i,j) 
orrespond à l'exé
ution de l'algorithme d'Eu
lide
lassique entre les étapes i et j. Comme pour l'algorithme 
lassique, la 
omplexité binaire B(i,j)de l'algorithme d'Eu
lide interrompu E(i,j) est dé�nie par
B(i,j)(v0, v1) :=

j∑

k=i+1

ℓ(vk)ℓ(mk). (1.11)Ave
 les relations ℓ(vk) ≤ ℓ(vk+1) et mk ≤ vk−1/vk, la 
omplexité binaire B(i,j) satisfait
B(i,j) ≤ ℓ(vi+1) · [|j − i+ 1| + ℓ(vi) − ℓ(vj)]. (1.12)De fait, les prin
ipaux paramètres des algorithmes interrompus E(i,j), i.e. les 
omplexités binaires

B(i,j) et les tailles ℓ(i,j) des matri
es M(i,j) (voir formule 1.6), font essentiellement intervenir lesdi�éren
es ℓ(At)−ℓ(Au) ave
 t ∈ {i, i+1} et u ∈ {j, j+1}. C'est pourquoi, l'étude de l'évolutionde la taille des restes (voir se
tion 1.3.5) sera très importante dans 
ette thèse. 27



Chapitre 1. Algorithmes d'Eu
lide1.3.4 Complexité binaire étendueEn plus du pg
d, l'algorithme d'Eu
lide étendu 
al
ule le 
oe�
ient de Bezout a en évaluantla séquen
e 1.8. Le sur
oût asso
ié au 
al
ul de 
haque ai provient essentiellement de la multi-pli
ation de ai par le quotient mi dont la 
omplexité binaire naïve est ℓ(ai)ℓ(mi). La 
omplexitébinaire E de l'algorithme étendu satisfait alors,
E(v0, v1) := ℓ(vp)ℓ(mp) +

p−1∑

i=1

(ℓ(vi) + ℓ(ai))ℓ(mi). (1.13)La 
omplexité binaire étendue E est plus régulière que la 
omplexité binaire 
lassique B. Ene�et, que 
ela soit sur les polyn�mes ou sur les entiers, la somme ℓ(vi)+ ℓ(ai) est quasi-
onstanteet égale à la taille n de l'entrée. Ainsi, la 
omplexité binaire étendue est quasiment de la forme
n · C où C est un 
oût additif à 
roissan
e modérée. En utilisant la loi limite gaussienne de C,nous obtenons la loi limite gaussienne de B sur les polyn�mes et sur les entiers.Théorème 3 (Complexité binaire étendue (entiers)) Sur l'ensemble Ωn des entiers de taille
n, la 
omplexité binaire E de l'algorithme d'Eu
lide étendu suit une loi limite gaussienne, d'es-péran
e, de varian
e et de vitesse de 
onvergen
e

En[E] = µ(l) · n2[1 +O(n−1)], Vn[E] = ρ(ℓ) · n3[1 +O(n−1)], rn[E] = O(n−1/3).Ave
 la méthodologie développée dans [Val03℄, il était seulement 
onnues que En[E] ∼ µ(l) · n2et Vn[E] = o(n4). Un résultat identique est montré sur les polyn�mes.Théorème 4 (Complexité binaire étendue (polyn�mes)) Sur l'ensemble Ωn des polyn�mesde taille n, la 
omplexité binaire E de l'algorithme d'Eu
lide étendu admet une loi limite gaus-sienne, d'espéran
e, de varian
e et de vitesse de 
onvergen
e
En[E] =

2q − 1

q
· n2[1 +O(n−1)], Vn[E] =

q − 1

q2
· n3[1 +O(n−1)], rn[E] = O(n−1/2).Les te
hniques de séries génératri
es dé
rites au 
hapitre 2 mènent aux asymptotiques exa
tesde l'espéran
e et de la varian
e de E sur Ωn,

En[E] =
2q − 1

q
n2 − 4q

q − 1
n+

2q3 + 8q2 − 4q + 1

q(q − 1)2
+O(n2q−n),

Vn[E] =
q − 1

q2
n3 +

11q3 − 11q2 + 3q − 1

(q − 1)2q2
n2 − 21q4 − 6q3 − 8q2 − 4q + 1

(q − 1)3q2
n

−22q5 − 20q4 + 23q3 − 1 − 4q2 + 5q

(q − 1)4q2
+O(n4q−n).Nous observons sur les polyn�mes que la varian
e de la 
omplexité binaire étendue est, pour leterme dominant, trois fois la varian
e de la 
omplexité binaire 
lassique. C'est la raison pourlaquelle nous avons 
onje
turé que la 
onstante dominante ρ(ℓ) de la varian
e de la 
omplexitébinaire étendue sur les entiers est trois fois 
elle obtenue pour la 
omplexité 
lassique sur lesentiers.28



1.4. Paramètres des algorithmes interrompus1.3.5 Continuant à une fra
tion de l'exé
utionLes restes su

essifs dans l'exé
ution de l'algorithme d'Eu
lide 
lassique sont aussi appelés
ontinuants. Le résultat suivant montre que la taille du 
ontinuant à une fra
tion rationnelle del'exé
ution admet une loi limite gaussienne.Théorème 5 (Loi limite pour les 
ontinuants) Soit δ un rationnel dans ]0, 1[. Sur l'en-semble Ωn des entrées de taille n, la variable aléatoire L[δ] égale à la taille du reste v⌊δP ⌋,
L[δ] = ℓ(v⌊δP ⌋),admet une loi limite gaussienne d'espéran
e et de varian
e linéaire en n

En[L[δ]] = (1 − δ) · n
[
1 +O(n−1)

]
Vn[L[δ]] = ρ[δ] · n

[
1 +O(n−1)

]et de vitesse de 
onvergen
e
rn[L[δ]] = O(n−1/3) pour les entiers,

rn[L[δ]] = O(n−1/2) pour les polyn�mes.Dans le 
as des entiers, ρ[δ] est asso
ié aux dérivées de la fon
tion Λ(s) = log λ(s), où λ(s) est lavaleur propre dominante de l'opérateur de transfert Gs = Gs,0,[c] (qui ne dépend pas de c). Enparti
ulier,
ρ[δ] = δ(1 − δ)

|Λ′′(1)|
|Λ′(1)| ≈ 1.4531δ(1 − δ).Dans le 
as des polyn�mes, ρ[δ] est 
onnue et satisfait

ρ[δ] =
δ(1 − δ)

q − 1
.Le théorème pré
édent montre la régularité de la dé
roissan
e des 
ontinuants. Il 
onstitue aussiune version dis
rète d'un résultat bien 
onnu de Philipp [Phi70℄ et amélioré par Vallée dans[Val97b℄.1.4 Paramètres des algorithmes interrompus1.4.1 Régularité des algorithmes interrompusLe théorème 5 montre que si P est la variable aléatoire du nombre d'étapes, le reste après δ ·Pétapes a perdu δ · n bits par rapport à l'entrée initiale. Nous allons montrer ave
 les algorithmesinterrompus que 
ette régularité reste vrai quel que soit le point de départ dans l'exé
ution (aumilieu, au tiers, ...). Nous allons aussi 
onsidérer des rationnels δ ave
 un dénominateur 
roissant(il était �xe dans le théorème 5). Mais 
ette régularité ne peut être démontrée lorsque δ est troppetit. En e�et, il existe des divisions qui font intervenir de grands quotients et dans 
e 
as, ily a une perte rapide de bits. Il faut alors attendre un 
ertain temps avant que l'algorithme ne
ompense 
e phénomène.Nous notons P , P[γ,δ] et P<γ,δ] le nombre d'itérations de l'algorithme d'Eu
lide 
lassiqueet des algorithmes interrompus E[γ,δ] et E<γ,δ]. Remarquons que le nombre d'étapes P<γ,δ> de

E<γ,δ> est 
onnu est vaut δ · P . De même, ℓ<γ,δ>, ℓ[γ,δ] et ℓ<γ,δ] désignent les tailles binaires desmatri
es produites par les algorithmes E<γ,δ>, E[γ,δ] et E<γ,δ].Le théorème suivant montre que 
es paramètres sont en moyenne pro
hes. 29



Chapitre 1. Algorithmes d'Eu
lideThéorème 6 Il existe une 
onstante K < 1 , et un entier n0, tels que, pour tout n ≥ n0, pourtoute suite D(n) qui satisfait
D(n) =

√
n

b(n)
, ave
 lim

n
b(n) = +∞,et pour tout rationnel δ(n), γ(n) de [0, 1], ave
 dénominateur D(n), il existe un sous-ensemble

On(γ, δ) de Ωn [appelé l'ensemble ordinaire relatif à (γ, δ)℄, ave
 Pn[On(γ, δ)] ≥ 1 −Kb(n), surlequel nous avons :
(i) les deux variables P<γ,δ] et ⌊δP ⌋ sont pro
hes :

∣∣P<γ,δ] − ⌊δP ⌋
∣∣ ≤ P

D(n)
;

(ii) les deux algorithmes interrompus E[γ,δ] et E<γ,δ> sont pro
hes :
d(E<γ,δ>, E[γ,δ]) ≤

P

D(n)
;

(iii) la taille binaire de la matri
e produite par l'algorithme interrompu E<γ,δ> a la taille�attendue� : pour tout β, ave
 1 ≤ β ≤ 2, on a
∣∣∣ℓβ<γ,δ> − (δn)β

∣∣∣ ≤ n

D(n)
· (δn)β−1;

(iv) la taille binaire de la matri
e produite par l'algorithme interrompu E[γ,δ] a la taille �at-tendue� : pour tout β, ave
 1 ≤ β ≤ 2, on a
∣∣∣ℓβ[γ,δ] − (δn)β

∣∣∣ ≤ n

D(n)
· (δn)β−1.Preuve. La partie 3 est 
onsa
rée à l'analyse des di�érents paramètres dans le 
as des entiers.En parti
ulier, on y trouve les preuves des assertions (i) et (iii). Nous dé
rivons maintenant
omment obtenir les assertions (ii) et (iv).Assertion (ii). Par dé�nition des algorithmes interrompus, l'algorithme E[0,γ+δ] est juste la 
on
a-ténation E[0,γ] · E[γ,δ]. Alors, en �xant ǫ = 1/D, l'assertion (i) entraîne que l'indi
e de départ de

E[γ,δ] appartient à l'intervalle [(γ− ǫ)P, (γ+ ǫ)P ] (quand (v0, v1) ∈ On(0, δ)) alors que l'indi
e de�n de E[γ,δ] appartient à l'intervalle [(γ + δ − ǫ)P, (γ + δ + ǫ)P ] (quand (v0, v1) ∈ On(0, γ + δ)).Cela prouve (ii) sur On(0, γ + δ) ∩On(0, δ).Assertion (iv). De (ii), on tire les in
lusions suivantes :
E<γ+ǫ, δ−2ǫ> ⊂ E[γ,δ] ⊂ E<γ−ǫ, δ+2ǫ>Comme la taille de la matri
e produite par un algorithme interrompu est une fon
tion dé
roissante[i.e., si E(i,j) ⊂ E(i′,j′) alors ℓ(i,j) ≤ ℓ(i′,j′)℄, l'assertion (iii) entraîne (iv).
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1.5. Complexité binaire de l'algorithme KSα1.4.2 Régularité de l'arbre des appels ré
ursifsNous 
ombinons maintenant la proposition 1 ave
 le théorème pré
édent pour obtenir unnouveau résultat. En e�et, 
onsidérons la matri
e M(i)
j 
al
ulée par l'algorithme HGα au noeud

j du niveau i ave
 i < η lg n et η < 1. La proposition 1 indique que 
ette matri
e est aussi 
elle
al
ulée par l'algorithme interrompu Ê[γ,δ], ave
 γ = j/2i+1 et δ = 1/2i+1.Nous 
onsidérons maintenant l'algorithme HGα, ave
 un paramètre α de la forme α = 3/2 + 3r,ave
 r > 0. Nous 
hoisissons la profondeur de ré
ursion h = ⌈(2 − α + r) lg n⌉ = ⌈(1/2 −
2r) lg n⌉. Alors, tous les paramètres δ qui interviennent dans les algorithmes interrompus ontun dénominateur divisible par 2h = n1/2−2r, et le nombre de paramètres δ di�érents est d'ordre
Θ(2h). Nous 
hoisissons le dénominateur D de la forme D = Θ(2h · nr) = Θ(n1/2−r), et don

b(n) = Θ(n2r). En appliquant la propriété (iv) du théorème 6 ave
 
es paramètres parti
uliers,nous dé�nissons l'ensemble ordinaire On par

On :=
⋂

i≤h

0≤j<2i

On(
j

2i
,

1

2i
).Cet ensemble véri�e

Pr
n

[On] ≥ 1 −√
nKb(n) ≥ 1 −Knr

,et l'assertion (iv) du théorème 6 pré
ise les tailles des matri
es qui interviennent. Finalement,nous avons prouvé le théorème suivant.Théorème 7 (Régularité de l'arbre des appels ré
ursifs) Considérons le je n÷ud du ni-veau i dans l'arbre des appels ré
ursifs de l'algorithme HGα. Supposons que i satisfait i <
[2 − α − r] lg n pour un r positif. Alors, la matri
e M (j)

i 
al
ulée par l'algorithme HGα au jen÷ud du niveau i (0 ≤ j < 2i) a pour taille binaire ℓ(i)j qui satisfait, sur l'ensemble Ωn et pourtout β > 1,
Pn

[∣∣∣∣∣(ℓ
(j)
i )β −

(
1

2i+1
n

)β
∣∣∣∣∣ > n(1/2)+r ·

(
1

2i+1
n

)β−1
]

= O(2−nr
)Le théorème 7 dé
rit 
omplètement la taille des éléments qui interviennent dans les 
al
uls desfon
tions HGα. Ces tailles sont 
onformes aux tailles attendues, 
e qui montre la régularité del'arbre des appels ré
ursifs. Nous disposons don
 de la quasi-totalité des informations pour étudierla 
omplexité binaire moyenne de l'algorithme de Knuth-S
hönhage KSα.1.5 Complexité binaire de l'algorithme KSα1.5.1 Fon
tions Adjust : le grain de sable dans l'analyseLes fon
tions Adjust ont essentiellement pour r�le de véri�er le 
ritère de Jebelean sur lesgrands entiers après les appels ré
ursifs aux fon
tions HGα. Plus pré
isément, sur une entrée

(u, v), l'algorithme HGα 
onstruit la tron
ature (u, v) = Tm(u, v) ave
 m ≈ ℓ(u)/2. Ensuite, lafon
tion HGα appliquée à (u, v) 
onstruit une matri
e M = M(i) 
ommunes aux exé
utions del'algorithme d'Eu
lide sur la paire initiale et la paire tronquée. Cette matri
e 
orrespond à 
ellequi aurait été 
al
ulée ave
 l'algorithme Ê1/2 sur (u, v). Nous notons M la matri
e qui aurait été31



Chapitre 1. Algorithmes d'Eu
lide
al
ulée par l'algorithme E1/2 sur (u, v). Par dé�nition, l'algorithme Ê1/2 
omporte deux étapesen moins que l'algorithme E1/2. Il existe alors deux entiers a et b tels que
M = MM−1

[b] M
−1
[a] .Si n est la taille de u, alors u est de taille n/2 et la matri
e M sera a peu près de taille n/4.En revan
he, nous ne disposons d'au
une information sur les quotients a et b, et de fait, nousn'avons au
une idée de la taille de M . Comme la taille de M est in
onnue, la taille des entiers

(w0, w1), dé�nis par t(v0, v1) = M t(w0, w1) et appartenant à la suite des restes issus de (v0, v1),n'est pas 
onnue. Ne 
onnaissant pas la taille de (w0, w1), nous ne pouvons pas savoir le nombrede bits que 
e 
ouple doit perdre a�n de satisfaire la 
ondition de Jebelean. Nous ne sommesalors pas 
apables de traduire les fon
tions d'ajustements en terme d'algorithmes interrompus,
e qui pour l'instant, empê
he toute analyse de la 
omplexité binaire de 
es fon
tions.

(v0, v1)

(v0, v1)
M

(w0, w1)

M[a], M[b]

Adjust véri�eJebelean

De plus, si a et b sont de très grands quotients, la fon
tion adjust peut de son 
oté e�e
tuer ungrand nombre de divisions ave
 de petits quotients. On s'attend tout de même à 
e que la matri
e
M ait la bonne taille, 
'est à dire environ n/4 (ou de manière équivalente, que les quotients a et
b ne soient pas trop grands).Nous notons bi, ei (ave
 i = 1, 2) les indi
es de début et de �n des fon
tions Adjusti. Alors,on peut raisonnablement penser que la fon
tion Adjust1 (resp. Adjust2) est appelé autour del'étape n/4 (resp. n/2) et qu'elle e�e
tue un petit nombre de divisions. Plus pré
isément, onespère montrer les in
lusions

Adjusti ⊂ E[ i
4
−ǫ, i

4
+ǫ], i = 1, 2, ǫ = 1/D.Sous 
ette hypothèse, la 
omplexité binaire des deux appels aux fon
tions Adjust est majoréepar la 
omplexité binaire des algorithmes interrompus E[ i

4
−ǫ, i

4
+ǫ] (i = 1, 2). Ave
 les relations(1.6) et (1.12), si R est la 
omplexité binaire totale des deux fon
tions Adjust, nous obtenons

R(n) ≤ n · [ℓ<1/4−ǫ,2ǫ> + ℓ<1/2−ǫ,2ǫ>].Le théorème 6 (iii) montre que la 
omplexité binaire moyenne R(n) des fon
tions Adjust est auplus n · (4ǫn) = 4 · n3/2+r. Nous faisons l'hypothèse suivante.32



1.5. Complexité binaire de l'algorithme KSαHypothèse 1 Il existe une suite ǫ = ǫ(n) ave
 n2ǫ(n) = O(µ(n)/nr) et µ(n) la 
omplexitébinaire de la multipli
ation sur les entiers de taille n, et il existe K < 1 tels que pour tout i ≤ h,pour tout j < 2i − 1, la 
omplexité binaire R(i, j) des fon
tions Adjust au je noeud du niveau ivéri�e
Pn[R(i, j) ≥ ǫ(i) · i] = O(Knr

).Sous 
ette hypothèse, le 
oût total de toutes les fon
tions Adjust est de l'ordre de O(µ(n)/nr).1.5.2 Complexité binaire HGα et KSαNous supposons qu'il existe deux 
onstantes positives A1 et A2 telles que la 
omplexitémoyenne µ(n) de la multipli
ation sur des entiers de taille n satisfait
A1 · nα ≤ µ(n) ≤ A2 · nα.Le raisonnement exa
t qui va suivre montre 
omment à partir du théorème 7, nous obtenons la
omplexité binaire moyenne de l'algorithme HGα. Ce raisonnement s'inspire très largement destravaux de Daireaux et Vallée [DV04℄ sur l'analyse de l'algorithme de Lehmer-Eu
lide.Étape 1 : L'ensemble des entrées Ωn de taille n est s
indé en l'ensemble régulier On où toutesles matri
esM (i)

j ont la taille attendue et son 
omplémentaire. L'ensemble On est donné par tousles éléments de Ωn qui véri�ent tous les évènements
[∣∣∣∣∣(ℓ

(j)
i )β −

(
1

2i+1
n

)β
∣∣∣∣∣ ≤

(
1

2i+1
n

)β

· ǫi
]
, ave
 ǫi := nr−1/2 · 2i+1,pour i ≤ h et 0 ≤ j < 2i. Le théorème 7 montre que l'ensemble On est de probabilité 1−n2−α+r ·

O(2−nr
) = 1 − O(2−nr/2

). Par suite, la probabilité de l'ensemble 
omplémentaire aussi appeléensemble des ex
eptions est O(2−nr/2
).Étape 2 : L'apport de l'ensemble des ex
eptions à la 
omplexité binaire moyenne est négli-geable. En e�et, dans le pire des 
as, la 
omplexité binaire de HGα est de l'ordre de O(nα).L'apport moyen de l'ensemble des ex
eptions est don
 majoré par O(nα · 2−nr/2

) qui tend vers 0.Étape 3 : L'étape 2 montre que nous pouvons nous restreindre uniquement sur les entréesrégulières de On. Sur 
es entrées, l'arbre des appels ré
ursifs est 
omplet et de hauteur h =
⌊(2 − α + r) lg n⌋. A 
haque feuille, l'algorithme Ê1/2 est exé
uté ave
 des entrées de taille auplus n/2h. La 
omplexité binaire de Ê1/2 est asymptotiquement quadratique et équivalent à A3n

2(pour une 
onstante A3) sur des entrées de taille n. Le 
oût total aux feuilles est alors majoréepar A32
h(n/2h)2 = O(nα−r).Étape 4 : L'étape 3 donne une borne supérieure du 
oût total au niveau des feuilles. Nous
onsidérons maintenant le 
oût total de toutes les multipli
ations e�e
tuées lors d'un appel.Plaçons nous au je n÷ud du niveau i de l'arbre. La taille des entrées est alors m = n/2i. La ligne

6 e�e
tue un produit d'une matri
e 2×2 dont les 
oe�
ients sont de taille ℓ(i+1)
2j = (m/4)(1± ǫi)ave
 un 
ouple d'entiers de taille m. Quatre multipli
ations de 
e type sont e�e
tuées et quitte à
ouper les entiers de taille m en quatre mor
eaux de taille ℓ(i+1)

2j , le 
oût total V1 de 
e produitde matri
e satisfait
16A1

(
1

2i+2

)α

(1 − ǫi) ≤ V1 ≤ 16A2

(
1

2i+2

)α

(1 + ǫi). 33



Chapitre 1. Algorithmes d'Eu
lideAve
 une implémentation plus �ne, il est possible d'utiliser le 
ouple (s1, t1) 
al
ulé à la ligne 5 etd'e�e
tuer le produit de matri
e ave
 
e 
ouple d'entiers. Si M1 est la matri
e 
al
ulée à la ligne
5, alors (u1, v1) = M1(s1, t1) soit (s1, t1) sont des entiers de taille m/2 + ℓ

(i+1)
2j = (3m/4)(1± ǫi).Le 
oût amélioré V 1 issue de 
ette optimisation satisfait alors

12A1

(
1

2i+2

)α

(1 − ǫi) ≤ V 1 ≤ 12A2

(
1

2i+2

)α

(1 + ǫi).En suivant la même démar
he, le 
oût amélioré V 2 de la multipli
ation de la ligne 10 satisfait
8A1

(
1

2i+2

)α

(1 − ǫi) ≤ V 2 ≤ 8A2

(
1

2i+2

)α

(1 + ǫi).La multipli
ation à la ligne 12 se fait entre deux matri
es dont les 
oe�
ients sont de taillesrespe
tives ℓ(i+1)
2j et ℓ(i+1)

2j+1 . Huit multipli
ations d'entiers sont 
al
ulées soit le 
oût V 3 satisfait
8A1

(
1

2i+2

)α

(1 − ǫi) ≤ V 3 ≤ 8A2

(
1

2i+2

)α

(1 + ǫi).Au total et à 
haque n÷ud du niveau i, le 
oût V de toutes les multipli
ations est en
adré par
28A1

(
1

2i+2

)α

(1 − ǫi) ≤ V ≤ 28A2

(
1

2i+2

)α

(1 + ǫi).Étape 5 : Ce
i est la dernière étape. Considérons maintenant le 
oût total Hα de l'algo-rithme HGα. Hα est donné par la somme de tous les 
oûts aux feuilles, plus le 
oût de toutesles multipli
ations des n÷uds internes, plus le 
oût total de toutes les fon
tions d'ajustement.Sous l'hypothèse 1 pour les fon
tions Adjust, la 
omplexité totale de toutes 
es fon
tions estd'ordre O(µ(n)/nr) = O(n3/2+r). L'étape 3 montre que le 
oût total aux feuilles est de l'ordrede O(nα−r). Finalement, en sommant sur tous les n÷uds internes à droite et à gau
he de l'en
a-drement, le 
oût total Hα satisfait
A1[1 − ǫh] +O(n−r + n1−α) ≤ En[Hα]

7nα
· 2α−1 − 1

21−α
≤ A2[1 + ǫh] +O(n−r + n1−α)où ǫh = O(n3/2−α). Nous en déduisons le théorème suivant.Théorème 8 Supposons que α = 3/2 + 3r ave
 r > 0, et notons Hα (resp Kα) la 
omplexitébinaire totale de l'algorithme HGα (resp KSα), où le niveau de ré
ursion est stoppé à la hauteur

h = ⌊(2−α+r) lg n⌋, où la multipli
ation de deux entiers de n bits admet une 
omplexité binairemoyenne de l'ordre µ(n) = Θ(nα). Sur des entiers de taille n et sous l'hypothèse 1 pour lesfon
tion Adjust, les variables aléatoires Hα et Kα satisfont
En[Hα] = θ(nα) · [1 +O(n−r)], En[Kα] = θ(nα) · [1 +O(n−r)].Si le 
oût moyen de la multipli
ation satisfait A1 · nα ≤ µ(n) ≤ A2 · nα, alors

A1[1 +O(n−r)] ≤ En[Hα]

7nα
· 2α−1 − 1

21−α
≤ A2[1 +O(n−r)]

A1[1 +O(n−r)] ≤ En[Kα]

7nα
· 2α−1 − 1

21−α
≤ A2[1 +O(n−r)]Le théorème 8 ne fon
tionne que pour des multipli
ations dont α est plus grand que 3/2. Lamultipli
ation de Karatsuba satisfait 
ette hypothèse puisque dans 
e 
as α = log 3 ≈ 1.58. Enrevan
he, le 
oe�
ient α de la multipli
ation de Tom-Cook satisfait α ≈ 1.46 < 3/2. Pour obtenirla 
omplexité de KSα, il su�t d'utiliser la relation Kα(n) = Hα(n) +Kα(n/2).34



1.6. Con
lusion1.6 Con
lusionDans 
ette partie, nous avons dé
rit les algorithmes d'Eu
lide 
lassiques et étendus, à lafois sur les entiers et les polyn�mes. Pour 
es algorithmes, nous avons introduit les 
omplexitésbinaires asso
iées. Nous prouvons dans les pro
hains 
hapitres que toutes 
es 
omplexités ad-mettent une loi limite gaussienne ex
eptée 
elle de l'algorithme d'Eu
lide 
lassique sur les entiers.Dans 
e dernier 
as, nous améliorons les résultats 
onnus sur l'espéran
e et la varian
e. Pour tous
es paramètres, l'espéran
e est d'ordre quadratique et la varian
e est d'ordre au plus 
ubique.Le 
omportement moyen des 
omplexités binaires est 
onnu depuis les travaux de [AV00℄. Maispour la première fois, des résultats 
on
ernant leur distribution sont prouvés.Nous avons également dé
rit une version légèrement modi�ée de l'algorithme de Knuth-S
hönhage. Pour 
es versions mais aussi pour la première fois, une analyse en moyenne de la
omplexité binaire d'un algorithme rapide est réalisée (modulo une hypothèse sur les fon
tions
Adjust). Cette analyse est basée sur une étude �ne des algorithmes interrompus qui 
orrespondentà une fra
tion de l'exé
ution de l'algorithme 
lassique. Nous montrons que sur des portions pastrop petites, les algorithmes d'Eu
lide sont très réguliers.Les pro
hains 
hapitres abordent la preuve de 
es résultats. Nous 
ommençons par le 
as leplus simple ave
 les polyn�mes (
hapitre 2) et nous traitons ensuite les entiers (
hapitre 3). Ladi�éren
e entre les polyn�mes et les entiers réside surtout dans les te
hniques d'analyses. Sur lespolyn�mes, la 
ombinatoire analytique ave
 les séries génératri
es ordinaires est su�sante. Pourles entiers, la 
ombinatoire analytique ne s'applique plus et nous utilisons l'analyse dynamiqueet les opérateurs de transfert. Les aspe
ts te
hniques liés à l'analyse des opérateurs de transfertsont traités au 
hapitre 4. Finalement Nous terminons la partie sur les algorithmes eu
lidiensave
 le 
al
ul de 
onstantes (
hapitre 5) qui apparaissent dans les analyses en moyenne 
ommela 
onstante ρ(ℓ) des théorèmes BV et 3.
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tionL'algorithme d'Eu
lide sur les polyn�mes 
onstitue une brique de base essentielle pour touslangages de 
al
ul formel 
omme MAPLE, MATHEMATICA, et
. Cet algorithme permet desimpli�er les 
al
uls intermédiaires, de 
al
uler des inverses modulaires, de 
onstruire des basesde Gröbner, de 
al
uler des développements en fra
tion 
ontinue, et
. Les algorithmes de fa
to-risation de polyn�mes utilisent également plusieurs 
al
uls de pg
d pour dé
omposer en fa
teursirrédu
tibles [FGP01℄.Outre 
es appli
ations, l'algorithme d'Eu
lide sur les polyn�mes a un 
omportement pro
he37



Chapitre 2. Le 
as des polyn�mesde son homologue sur les entiers. Mais 
ontrairement à 
e dernier, il est relativement plus simpleà analyser. Il est souvent utile (mais pas obligatoire !) de prouver un résultat sur les polyn�mesavant de s'attaquer aux entiers. C'est la stratégie que nous avons adopté pour la 
onje
ture (C)du théorème 2.Dans le pire des 
as, le nombre de divisions 
al
ulées par l'algorithme d'Eu
lide est linéaireen la taille des entrées. L'analyse en distribution a été e�e
tuée par Knopfma
her J. et Knopf-ma
her A. [KK88℄ ave
 un dénombrement dire
t et par Flajolet [Fla06℄ ave
 des te
hniques de
ombinatoire analytique. Ils ont montré que le nombre de divisions suit asymptotiquement uneloi binomiale. D'un autre 
oté, Friesen et Hensley [FH 9℄ ont obtenu des propriétés de largesdéviations sur 
e même paramètre et sur les entrées dont le degré des quotients est borné. Cesentrées trouvent notamment des appli
ations dans la 
on
eption et l'analyse de générateurspseudo-aléatoires [Rue85, Rue86, Nie87, Nie88℄. Dans le pire des 
as, la 
omplexité binaire estquadratique et il semble généralement admis qu'il en est de même ave
 la 
omplexité binairemoyenne.Dans 
ette partie nous analysons la loi limite de la 
omplexité binaire des algorithmes 
las-sique et étendu ainsi que la taille du 
ontinuant à une fra
tion de l'exé
ution, et nous prouvons lesrésultats des théorèmes 1, 4 et 5. Les te
hniques utilisées sont 
elles de la 
ombinatoire analytiquedont les outils prin
ipaux sont les séries génératri
es. L'analyse de la taille du 
ontinuant à unefra
tion de l'exé
ution est une appli
ation dire
te de 
es te
hniques et du théorème des quasi-puissan
es de Hwang [Hwa94℄. Les analyses des 
omplexités binaires sont aussi basées sur unprin
ipe de dé
omposition (voir proposition 2). Ce prin
ipe donne des 
onditions su�santes surune somme de paramètres a�n qu'elle admette une loi limite gaussienne. Les 
omplexités binairessont dé
omposées en plusieurs familles de paramètres dont les 
oûts à 
roissan
e modérée, les
oûts à 
roissan
e intermédiaire, les 
oûts terminaux et un paramètre N du type longueur de 
he-minement. Nous adaptons au 
adre des polyn�mes les résultats de Baladi et Vallée [BV05, BV04℄
on
ernant la loi limite gaussienne des 
oûts à 
roissan
e modérée (théorème 9). La loi limitegaussienne du paramètre N est également démontrée. Ensuite, nous analysons les deux premiersmoments des 
oûts additifs à 
roissan
e intermédiaire et des 
oûts terminaux (théorème 10).Plan. La première se
tion présente le prin
ipe de dé
omposition et les dé
ompositions des
omplexités binaires. La se
tion suivante introduit rapidement quelques éléments de 
ombinatoireanalytique 
omme les séries génératri
es ordinaires et les di
tionnaires asso
iés. Finalement, auxse
tions 2.4 et 2.5, les méthodes de 
ombinatoire analytique sont appliquées et les théorèmes surles polyn�mes sont prouvés.2.2 Prin
ipe de dé
omposition et dé
ompositionLe point de départ de l'analyse des 
omplexités binaires est une dé
omposition des 
oûts endeux parties : une partie prin
ipale qui apporte le 
omportement gaussien et une se
onde partieplus 
on
entrée que la première. Si 
ette dé
omposition a lieu, nous montrons à la se
tion 2.2.1qu'elle entraîne la loi limite gaussienne du paramètre étudié. Chaque analyse des 
omplexitésbinaires suit don
 le même s
héma. Tout d'abord, une dé
omposition est proposée. Ensuite ilest montré que la première partie suit asymptotiquement une loi gaussienne de varian
e vn. Puisil est montré qu'il existe une suite αn qui tend vers 0 et telle que la varian
e de 
haque 
oûtqui 
ompose la se
onde partie soit d'ordre au plus αnvn. La dé
omposition est alors valide etentraîne la loi limite gaussienne du paramètre étudié.38



2.2. Prin
ipe de dé
omposition et dé
omposition2.2.1 Prin
ipe de dé
ompositionLe prin
ipe de dé
omposition est donné par la proposition suivante.Proposition 2 Soit deux paramètres X et Y dé�nis sur Ω = ∪nΩn. Supposons que X admetune loi limite gaussienne ave
 une vitesse de 
onvergen
e rn[X] et que les varian
es de X et Ysatisfont Vn[X] = αnVn[Y ], ave
 αn → 0. Alors, la variable aléatoire X + Y suit asymptoti-quement une loi limite gaussienne d'espéran
e, de varian
e et de vitesse de 
onvergen
e donnéespar
En[X+Y ] = En[X]+En[Y ], Vn[X+Y ] = Vn[X](1+O(α1/2

n )), rn[X+Y ] = rn[X]+O(α1/3
n ).En pratique, rn[X] sera toujours n−1/2. Si αn est de l'ordre de n−1 alors la vitesse de 
onvergen
eest en n−1/3. Cette vitesse de 
onvergen
e est non-optimale dans le sens où l'on attend plut�tune vitesse de l'ordre de n−1/2. Si αn est de l'ordre de n−2, alors la vitesse de 
onvergen
e estoptimale en n−1/2. Dans nos études, la variable aléatoire X admet toujours une varian
e d'ordre
ubique. Pour obtenir une vitesse non optimale en n−1/3, il su�t de montrer que la varian
e de

Y est d'ordre au plus n2. En revan
he pour obtenir la vitesse optimale, la varian
e de Y doitêtre au plus d'ordre n3/2. Les moments de tous les paramètres étudiés sont polynomiaux en n etl'erreur dans la varian
e peut être rempla
ée par O(1/n).Preuve. Fixons Xn et Y n les variables aléatoires
Xn =

X − En[X]

Vn[X]1/2
, Y n =

Y − En[Y ]

Vn[X]1/2
.Alors, la variable aléatoire Xn + Y n satisfait

Pn[Xn + Y n ≤ a] = Pn[[Xn + Y n ≤ a] ∩ [|Y n| ≤ ǫn]] + Pn[[Xn + Y n ≤ a] ∩ [|Y n| > ǫn]].Le deuxième terme est plus petit que Pn[|Y n| > ǫn], et ave
 l'inégalité de Markov, il est d'ordre
O(αn · ǫ−2

n ). Maintenant, pour le premier terme, nous avons
Pn[Xn ≤ a− ǫn] ≤ Pn[[Xn + Y n ≤ a] ∩ [|Y n| ≤ ǫn]] ≤ Pn[Xn ≤ a+ ǫn]et les termes à gau
he et à droite sont bornés par

1√
2π

∫ a±ǫn

−∞
e−t2/2dt+O(rn[X]) =

1√
2π

∫ a

−∞
e−t2/2dt+O(rn[X] + ǫn).Finalement, la vitesse de 
onvergen
e est d'ordre O(rn[X] + ǫn + αn · ǫ−2

n ) et le 
hoix optimal
ǫ3n = αn donne le résultat. Si σn(X) est l'é
art type de X, alors le terme d'erreur de la varian
evient de l'en
adrement

σn(X) − σn(Y ) ≤ σn(X + Y ) ≤ σn(X) + σn(Y )et de l'hypothèse σn(X) = α
1/2
n σn(Y ).
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Chapitre 2. Le 
as des polyn�mes2.2.2 Dé
ompositions des 
omplexités binaires2.2.2.1 Relations sur les degrésNous proposons maintenant des dé
ompositions pour les 
omplexités binaires qui satisfontle prin
ipe de dé
omposition. Ces dé
ompositions sont basées sur des relations simples entre ledegré des 
ontinuants ai et vi et le degré des quotients su

essifs. Le même type de propriétésexiste sur les entiers (voir les formules 3.3 et 3.4) mais la situation est un peu plus 
omplexe.Lemme 1 Le degré des 
ontinuants vi et ai s'exprime en fon
tion des degrés des quotients mide la manière suivante,
deg vi = deg vp +

p∑

u=i+1

degmu et deg ai =

i−1∑

u=1

degmu. (2.1)En parti
ulier, ℓ(vi) + ℓ(ai) véri�e l'identité
ℓ(vi) + ℓ(ai) = 2 + ℓ(v0) − ℓ(mi). (2.2)Sur Ωn, la taille de v0 est 
onstante et égale à n et ℓ(vi) + ℓ(ai) est presque 
onstant. Il existeune relation similaire entre les 
ontinuants et les quotients sur les entiers (voir formules 3.3 et3.4), mais des phénomènes de distorsion apparaissent.2.2.3 Dé
omposition de la 
omplexité binaire étendueLa 
omplexité binaire de l'algorithme d'Eu
lide étendu est dé�nie par

E(v0, v1) = ℓ(vp)ℓ(mp) +

p−1∑

i=1

ℓ(mp)(ℓ(vi) + ℓ(ai)).En utilisant la formule 2.2 sur les degrés, pour (v0, v1) dans Ωn, la 
omplexité E s'é
rit aussi
E = (n+ 2) · Y0 + Y1 − Y2ave


Y0(v0, v1) =

p∑

i=1

ℓ(mi), Y1(v0, v1) = ℓ(mp)ℓ(vp)−ℓ(mp)−ℓ(mp)
2, Y2(v0, v1) =

p∑

i=1

ℓ(mi)
2.Les 
oûts Y0 et Y2 sont appelés des 
oûts additifs 
ar 
e sont la somme d'un 
oût élémentairesur tous les quotients. Selon les propriétés du 
oût élémentaire, les 
oûts additifs pourront êtrelinéaires, à 
roissan
e modérée ou à 
roissan
e intermédiaire. Le 
oût Y1 est appelé un 
oûtterminal puisqu'il ne fait intervenir que les éléments de la dernière étape (le quotient mp et lepg
d vp).Dé�nition 3 (i) Les 
oûts terminaux Y sont tous les 
oûts polynomiaux en la la taille de vp et

mp et sont de la forme Y (v0, v1) = O((ℓ(mp) + ℓ(vp))
k) ave
 k un entier positif �xé, et si p = 0alors Y = 0.(ii) Si c : Fq[X] → R+ est un 
oût élémentaire non-nul sur les quotients, le 
oût additif C asso
iéà c est dé�ni par

C(v0, v1) =

p∑

i=1

c(mi).40



2.2. Prin
ipe de dé
omposition et dé
omposition1. Un 
oût additif est dit linéaire si le 
oût élémentaire c est de la forme c(m) = α · degm où
α est une 
onstante positive.2. Un 
oût additif est dit à 
roissan
e modérée si le 
oût élémentaire c satisfait c(m) =
O(degm).3. Un 
oût additif est dit à 
roissan
e intermédiaire s'il n'est pas à 
roissan
e modérée et sile 
oût élémentaire c satisfait c(m) = O(degk m) pour un entier k �xé.Ave
 
es dé�nitions, le 
oût Y0 est à 
roissan
e modérée alors que le 
oût Y2 est à 
roissan
eintermédiaire et les deux ne sont pas linéaires. Les 
oûts additifs linéaires sont très parti
ulierspuisqu'ils se ramènent à des 
oûts terminaux. Si c est de la forme c(m) = α · degm ave
 α une
onstante, la formule 2.1 sur les degrés entraîne la relation

C(v0, v1) =

p∑

i=1

α · degmi = α · (deg v0 − deg vp).Sur Ωn, deg v0 = (n− 1) et le 
oût C est don
 à une 
onstante près un 
oût terminal.Nous souhaitons montrer que la 
omplexité binaire E admet une loi limite gaussienne enappliquant le prin
ipe de dé
omposition. Comme sur les entiers, nous allons montrer que les 
oûtsà 
roissan
e modérée admettent une loi limite gaussienne d'espéran
e et de varian
e linéaires en
n. Ainsi, (n + 1) · Y0 admet une loi limite gaussienne d'espéran
e quadratique et de varian
e
ubique et 
onstitue la partie prin
ipale de la dé
omposition.Théorème 9 (loi gaussienne des 
oûts à 
roissan
e modérée) Soit C un 
oût additif à
roissan
e modérée et non-linéaire asso
ié au 
oût élémentaire c. Alors C satisfait sur Ωn uneloi limite gaussienne de paramètres

En[C] = Λ′(0) · n(1 +O(n−1)), Vn[C] = Λ′′(0) · n(1 +O(n−1)), rn = O(n−1/2)où Σ(w) = − log σ(w) et σ(w) est la fon
tion dé�nie dans un voisinage de 0 par G(σ(w), w) = 1ave

G(z,w) =

∑

m:deg m≥1

ewc(m)zdeg m. (2.3)Pour satisfaire le prin
ipe de dé
omposition, il reste à montrer que Y1 et Y2 sont plus 
on
entrésque (n+ 1) · Y0.Théorème 10 (Coûts à 
roissan
e intermédiaire et 
oûts terminaux) (i) Soit C un 
oûtadditif à 
roissan
e intermédiaire (ou modérée) asso
ié au 
oût élémentaire c. Si G est la sériegénératri
e 2.3, alors les moments de C satisfont sur Ωn

En[C] =
q − 1

q

dG

dw
(q−2, 0) · n(1 +O(n−1)), Vn[C] = O(n).(ii) Soit Y un 
oût terminal. Alors tous les moments de Y sont d'ordre 
onstant sur Ωn.En admettant le théorème pré
édent, E satisfait le prin
ipe de dé
omposition et admet don
 uneloi limite gaussienne. 41



Chapitre 2. Le 
as des polyn�mes2.2.4 Dé
omposition de la 
omplexité binaire 
lassiqueNous abordons maintenant la dé
omposition de la 
omplexité binaire 
lassique. En é
rivant
ℓ(mi)ℓ(vi) = (1 + degmi)(1 + deg vi), le 
oût B satisfait

B(v0, v1) = p+

p∑

i=1

deg vi +

p∑

i=1

degmi deg vi + deg v0 − deg vp

=

p∑

i=1

deg vi−1 +

p∑

i=1

degmi deg vi + p− deg vp. (2.4)Le nombre d'étapes p est un 
oût à 
roissan
e modérée asso
ié au 
oût primitif c = 1 et savarian
e est d'ordre linéaire si l'on admet le théorème 9. De même, le paramètre deg vp estun 
oût terminal et ses moments sont d'ordre 
onstant. La se
onde somme se simpli�e. A�nd'alléger les notations, nous posons mp+1 = vp. Ave
 les égalités 2.1 sur les degrés, la se
ondesomme devient
p∑

i=1

degmi deg vi =

p∑

i=1

degmi

p+1∑

u=i+1

degmuLa somme à droite est 
omposée des doubles produits issus du développement de (
∑p+1

i=1 degmi)
2.Or les égalités 2.1 appliquées à v0 montrent que 
e 
arré n'est autre que deg2 v0. La somme initialesatisfait alors

p∑

i=1

degmi deg vi =
1

2
deg2 v0 −

1

2
deg2 vp −

1

2

p∑

i=1

deg2mi.Sur Ωn, deg2 v0 = (n − 1)2 est 
onstant, deg2 vp est un 
oût terminal et la dernière somme estun 
oût additif à 
roissan
e intermédiaire. En admettant le théorème 10, nous obtenons que leparamètre ∑degmi deg vi est un 
oût 
on
entré de varian
e d'ordre au plus linéaire (puisqu'ilest la somme de paramètres de varian
es au plus linéaires). Pour démontrer que la dé
omposition2.4 suit le prin
ipe de dé
omposition, il reste à prouver que le paramètre ∑p
i=1 deg vi−1 suit uneloi limite gaussienne ave
 une varian
e adéquate. C'est l'objet du théorème suivant.Théorème 11 Le paramètre N le paramètre dé�nit sur Ω par

N(v0, v1) =

p∑

i=1

deg vi−1.admet une loi limite gaussienne d'espéran
e, de varian
e et de vitesse de 
onvergen
e
En[N ] =

q − 1

2q
· n2 +O(n), Vn[N ] =

q − 1

3q2
· n3 +O(n2), rn = O(n−1/2).Ce théorème, les théorèmes 9et 10 et le prin
ipe de dé
omposition implique la loi limite gaussiennepour la 
omplexité binaire 
lassique.
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2.3. Combinatoire analytique2.3 Combinatoire analytiqueL'étude des 
omplexités binaires se ramène à l'analyse probabiliste des 
oûts additifs à 
rois-san
e modérée ou intermédiaire, aux 
oûts terminaux ainsi qu'au 
oût N . Les relations additivesentre les 
ontinuants et le degrés des quotients font que la 
ombinatoire analytique est bien adap-tée à l'étude de 
es 
oûts. A la première étape, une ou plusieurs séries génératri
es sont asso
iéesau paramètre étudié. Ces séries renferment toutes les informations du paramètre pour toutesles entrées possibles. Ensuite, les moments du paramètre sont reliés aux 
oe�
ients de la série.L'obje
tif est don
 d'extraire 
es 
oe�
ients. L'extra
tion des 
oe�
ients suit toujours le mêmeprin
ipe : 
'est la position et la nature des singularités dominantes qui déterminent l'asympto-tique des 
oe�
ients et de fait, l'asymptotique des paramètres. La di�
ulté est de trouver uneexpression alternative des séries qui met en éviden
e les singularités. Des di
tionnaires existentet transfèrent 
ertaines propriétés de dé
omposition des données en une dé
omposition sur lesséries.
algorithme

paramètre dictionnaire singularités

asymptotiques
expressions
alternatives

séries
génératricesNous expliquons maintenant les idées prin
ipales de 
ette démar
he. Le 
ontexte des polyn�mesfait que nous abordons peut-être la partie la plus simple de 
ette dis
ipline. Pour une introdu
tionplus 
omplète, nous renvoyons au livre de Flajolet et Sedgewi
k [FS99℄.2.3.1 Séries génératri
es ordinairesDans 
ette se
tion, Ω désigne un ensemble muni d'une fon
tion de taille ‖ · ‖ : Ω → N et Ωnest l'ensemble des éléments de Ω de taille n. Dans toute la suite, R est un paramètre sur Ω.La série génératri
e bivariée asso
iée à R est dé�nie par

SR(z,w) =
∑

x∈Ω

ewR(x)z‖x‖,où la variable z marque la taille de l'entrée et w marque le paramètre. La série S[k]
R du momentd'ordre k est la dérivée ke de SR(z,w) en w = 0,

S
[k]
R (z) :=

dkSR

dk
w

(z, 0) =
∑

x∈Ω

R(x)kz‖x‖.Comme son nom l'indique, la série du moment d'ordre k est adaptée à l'analyse du ke moment
En[Rk] de R. En e�et, ave
 la distribution uniforme sur Ωn, le ke moment satisfait

En[Rk] :=
1

|Ωn|
∑

x∈Ωn

R(x)k =
[zn]S

[k]
R (z)

|Ωn|
.I
i [zn]f signi�e le 
oe�
ient de zn dans f .Un outil essentiel pour l'analyse en distribution de R est la suite de fon
tions 
ara
téristiques

φR,n asso
iée au paramètre R et dé�nie par
φR,n(it) := En[eitR]. 43



Chapitre 2. Le 
as des polyn�mesUne loi de probabilité est 
omplètement dé�nie par sa fon
tion 
ara
téristique et le Théorèmedes Quasi-puissan
es de Hwang [Hwa94, Hwa98℄ donne une 
ondition su�sante sur la suite defon
tions 
ara
téristiques (ou plut�t sur φR,n(w) a�n que R admette une loi limite gaussienne. Deplus, si une formule expli
ite de la fon
tion 
ara
téristique est 
onnue, les dérivations su

essivesde φR,n 
onduisent à des formules expli
ites de tous les moments,
En[Rk] =

∂k

∂wk
φR,n(w)|w=0.De manière analogue au moment d'ordre k, les fon
tions 
ara
téristiques s'expriment ave
 les
oe�
ients de la série bivariée et satisfont

φR,n(it) =
[zn−1]SR(z, it)

|Ωn|
=

[zn−1]SR(z, it)

[zn−1]SR(z, 0)
.Que 
ela soit pour les moments ou pour la loi limite, nous sommes amenés à extraire les 
o-e�
ients des séries. L'extra
teur pour les séries ordinaires est le théorème de Cau
hy qui relieles singularités dominantes à l'asymptotique des 
oe�
ients. Pour lo
aliser les singularités domi-nantes, il est né
essaire de trouver une formule alternative aux séries. Ces formules s'obtiennentave
 des di
tionnaires.2.3.2 Di
tionnaires sur les séries génératri
esLes di
tionnaires transfèrent une dé
omposition sur les entrées en une dé
omposition sur lesséries génératri
es. Il existe un di
tionnaire pour 
haque type de séries génératri
es (ordinaire,exponentielle, de Diri
hlet,. . . ). Nous présentons 
elui des séries ordinaires.Pour i = 1, 2, nous posons Ωi un ensemble muni d'une fon
tion de taille ‖ · ‖i et Ri unparamètre sur Ωi. Nous dé
rivons maintenant un ensemble de dé
ompositions de Ω en fon
tiondes Ωi ainsi que les dé
ompositions asso
iées sur les séries.Union disjointe. Si Ω est l'union disjointe de Ω1 et Ω2, et si la fon
tion de taille et le paramètre

R véri�ent
‖v‖ =

{
‖v‖1 si v ∈ Ω1

‖v‖2 si v ∈ Ω2
R(v) =

{
R1(v) si v ∈ Ω1

R2(v) si v ∈ Ω2alors les séries génératri
es SR(z,w) et S[k]
R (z) sont la somme des séries génératri
es de R1 sur

Ω1 et R2 sur Ω2,
SR(z,w) = SR1(z,w) + SR2(z,w), S

[k]
R (z) = S

[k]
R1

(z,w) + S
[k]
R2

(z,w),Ce premier résultat montre qu'une union disjointe se traduit par une somme sur les séries.Produit 
artésien. Si Ω est (en bije
tion ave
) le produit 
artésien de Ω1 × Ω2, et si la fon
tionde taille et le paramètre R sont additifs, 
'est à dire s'ils véri�ent
‖v‖ = ‖v1‖1 + ‖v2‖2, R(v) = R1(v1) +R2(v1) dès que v = (v1, v2)alors la série génératri
e bivariée SR(z,w) est le produit des séries génératri
es bivariées de R1sur Ω1 et R2 sur Ω2,

SR(z,w) = SR1(z,w)SR2(z,w)Si le paramètre R n'est plus additif mais multipli
atif, i.e. s'il véri�e
R(v) = R1(v1) ×R2(v1) dès que v = (v1, v2),44



2.3. Combinatoire analytique
Ω taille ‖v‖ 
oût R Série génératri
e

Ω1 ∪ Ω2 ‖v‖ = ‖v‖1 ou ‖v‖2 R(v) = R1(v) ou R1(v) SR = SR1 + SR2

Ω1 × Ω2 ‖v‖ = ‖v1‖1 + ‖v1‖2 R(v) = R1(v1).R2(v2) SR1(z)SR2(z)
R(v) = R1(v1) +R2(v2) SR1(z,w)SR2(z,w)

Ω⋆
1 ‖v‖ = ‖v1‖1 + . . .+ ‖vn‖1 R(v) = R1(v1) . . . R1(vn) S

[k]
R (z) = (1 − S

[k]
R1

(z))−1

R(v) = R1(v1) + . . .+R1(vk) SR(z,w) = (1 − SR1(z,w))−1Fig. 2.1 � Di
tionnaire pour les séries génératri
esalors la série du moment d'ordre k de R est en
ore un produit :
S

[k]
R (z) = S

[k]
R1

(z)S
[k]
R2

(z).Dans tous les 
as, un produit 
artésien se traduit en un produit.Suites �nies. Nous terminons ave
 une dernière dé
omposition qui est un mélange des deuxpré
édentes. Supposons que Ω est (en bije
tion ave
) l'ensemble Ω⋆
1 des suites �nies (ou vides)sur Ω1, 
'est à dire

Ω =
⋃

n≥0

Ωn
1 .Si la fon
tion de taille et le paramètre R sont additifs i.e. s'ils véri�ent

‖v‖ = ‖v1‖1 + . . .+ ‖vn‖1, R(v) = R1(v1) + . . .+R1(vn) dès que v = (v1, . . . , vn)alors en appliquant les deux dé
ompositions pré
édentes, la série génératri
e bivariée satisfait
SR(z,w) =

∑

n≥0

SR1(z,w)n =
1

1 − SR1(z,w)
.De la même manière, si le 
oût R est multipli
atif en R1, nous obtenons

S
[k]
R (z) =

∑

n≥0

S
[k]
R1

(z)n =
1

1 − S
[k]
R1

(z)
.Les suites �nies (ou séquen
es) se transforme en quasi-inverse sur les séries.Lors des analyses, nous exploiterons souvent la bije
tion entre les entrées Ω et un ensembledu type G⋆ × U ave
 un paramètre R de type additif. La série SR(z,w) est alors de la forme

SR(z,w) =
1

1 −G(z,w)
U(z,w),où G et U sont les séries génératri
es sur les ensembles G et U . Le tableau 2.1 résume toutes lesdé
ompositions.2.3.3 Extra
tion des 
oe�
ientsL'étape pré
édente se préo

upait de trouver une formule alternative aux séries génératri
esen utilisant un di
tionnaire. Les grandeurs étudiées font intervenir les 
oe�
ients de 
es séries etl'extra
tion des 
oe�
ients est alors indispensable. Il existe un prin
ipe invariant pour l'extra
tion45



Chapitre 2. Le 
as des polyn�mesde 
oe�
ients : la nature et la lo
alisation des singularités dominantes déterminent la 
roissan
edes 
oe�
ients.Au 
ours de 
ette thèse, les séries auront toujours un unique p�le dominant. Pour extraireles 
oe�
ients, la formule de Cau
hy appliquée à un 
er
le 
ontenant le p�le dominant est alorssu�sante. Cependant, il arrive que le p�le dominant (on parle alors de singularité) soit l'extrémitéd'une demi-droite (ex : 1 ave
 la fon
tion f(z) = − log(1−z)). Dans 
e 
as, la formule de Cau
hyave
 des 
ontours de Hankel mènent à l'asymptotique des 
oe�
ients. Il existe toute une zoologiede 
ontours qui 
orrespondent 
ha
un à des 
ontextes di�érents et mènent à des asymptotiquesdi�érentes. Nous ne les abordons pas i
i. La proposition suivante résume le 
adre d'appli
ationdes extra
tions que nous ren
ontrerons.Proposition 3 Soit A(z) une série génératri
e dé�nie sur un disque 
entré Dr, de rayon r et
ontenant 1/σ. Si A(1/σ) 6= 0, alors le 
oe�
ient de zn dans la série f(z) ave

f(z) =

A(z)

(1 − zσ)k+1véri�e l'asymptotique
[zn]f(z) = A(1/σ)

(
n+ k

k

)
σn(1 +O(n−1))Il est tout à fait possible d'obtenir plus de termes dans le développement asymptotiques. Lestermes supplémentaires font intervenir les dérivées de la fon
tion A en z = σ. Nous n'en avonstoutefois pas besoin.2.3.4 Loi limite gaussienneLes moments se déduisent fa
ilement de l'étape d'extra
tion. En revan
he, pour l'analyse endistribution, il est né
essaire de transférer les renseignements sur la fon
tion 
ara
téristique φR,npour en déduire la loi limite.Le théorème des quasi-puissan
es de Hwang [Hwa94℄ donne des propriétés su�santes sur lasérie génératri
e des moments φR,n(w) = En[ewR] pour que le paramètre R admette une loi limitegaussienne.Théorème H (Quasi-puissan
es de Hwang) Supposons que la série des moments En[ewR]d'un paramètre R sur une suite d'espa
es probabilistes (Ωn,Pn) soit analytique en w dans unvoisinage W de w = 0 et véri�e

En[ewR] = exp[βnU(w) + V (w)]
(
1 +O(κ−1

n )
)ave
 βn, κn → ∞, U(w), V (w) analytiques sur W et l'erreur dans le O uniforme sur W. Suppo-sons de plus que U ′′(w) 6= 0. Alors, le paramètre R admet une loi limite gaussienne de paramètres

En[R] = βnU
′(0)+V ′(0)+O(κ−1

n ), Vn[R] = βnU
′′(0)+V ′′(0)+O(κ−1

n ), rn = O(κ−1
n +β−1/2

n ).La preuve de 
e résultat utilise l'inégalité de Berry-Esseen qui relie les fon
tions 
ara
téristiquesaux fon
tions de répartition tout en mettant en éviden
e une vitesse de 
onvergen
e.La thèse de Hwang [Hwa94℄ regroupe de nombreux exemples où le théorème des quasi-puissan
ess'applique. Le livre de Flajolet et Sedgewi
k reprend 
es exemples et bien d'autres en
ore. Ils46



2.4. Analyse des 
oûts prin
ipauxexhibent également une méthode générale qui à partir des séries génératri
es bivariées permetde déduire la loi limite gaussienne (voir théorème IX.8 de [FS99℄). Dans notre 
ontexte, 
etteméthode s'exprime de la manière suivante.Théorème FS Soit R un paramètre sur l'ensemble Ω (muni d'une fon
tion de taille ‖ · ‖) etposons SR(z,w) la série génératri
e bivariée de R,
SR(z,w) =

∑

x∈Ω

ewR(x)z‖x‖.Supposons que SR(z,w) s'é
rive sous la forme
SR(z,w) =

A(z,w)

1 −B(z,w)où les fon
tions A et B véri�ent :1. A(z,w) et B(z,w) sont analytiques pour z dans un disque 
entré Dr de rayon r et w dansun voisinage 
omplexe W de 0.2. Il existe un unique σ ∈ Dr tel que B(σ, 0) = 1 et A(σ, 0) 6= 0. En parti
ulier σ est ununique p�le simple de SR(z, 0).3. Les dérivées premières de B en σ sont non-nulles, i.e., ∂zB(σ, 0) · ∂wB(σ, 0) 6= 0, 
e quiassure l'existen
e d'une fon
tion non 
onstante σ(w) telle que B(σ(w), w) = 1 et σ(0) = σ,4. Condition de variation : la fon
tion Σ(w) = log σ(w) admet une dérivée se
onde nonnulle,i.e., Σ′′(0) 6= 0.Alors, le paramètre R admet une loi limite gaussienne d'espéran
e, de varian
e et de vitesse de
onvergen
e
En[R] = −Σ′(0) · n+O(1), Vn[R] = −Σ′′(0) · n+O(1), rn = O(n−1/2).Le théorème des quasi-puissan
es de Hwang est un peu plus pré
is en fait puisqu'il donne ledéveloppement de l'espéran
e et la varian
e jusqu'aux termes 
onstants [Hwa94℄. Les deux pre-miers points assurent l'existen
e d'un unique p�le simple σ dans le disque Dr. Par perturbationanalytique, la troisième 
ondition implique que la série SR(z,w) admet un unique p�le simpledans Dr en z = σ(w) pour w dans un voisinage de 0. Dans 
e 
as, la série des moments En[ewR]satisfait
En[ewR] =

[zn−1]SR(z,w)

[zn−1]SR(z, 0)
= exp(n(log σ − log σ(w)) + logK(w)) (1 +O(Θn))où Θ < 1 et K(w) = A(σ(w), w)/(σ(w)B′

z (σ(w), w)). Le théorème des quasi-puissan
es s'ap-plique alors puisque Σ′′(0) 6= 0 
e qui permet de 
on
lure sur la loi gaussienne.2.4 Analyse des 
oûts prin
ipauxNous disposons maintenant de tous les outils pour étudier les familles de 
oûts introduits auxthéorèmes 9 et 11. Nous 
ommençons par l'analyse des 
oûts à 
roissan
e modérée pour lesquelsnous désirons montrer la loi limite gaussienne. Nous étudions ensuite le 
oût prin
ipal N et lataille du 
ontinuant à une fra
tion de l'exé
ution. 47



Chapitre 2. Le 
as des polyn�mes2.4.1 Séries liées aux ensembles d'intérêtsL'algorithme d'Eu
lide sur les polyn�mes permet de 
onstruire la bije
tion entre Ω et l'en-semble G⋆×U où G est l'ensemble des polyn�mes de degré au moins 1 (i.e. l'ensemble des quotientspossibles) et U est l'ensemble des polyn�mes unitaires (i.e. l'ensemble des pg
d possibles),
Ω ≈ G⋆ × U , G = {m ∈ Fq[X]; degm ≥ 1}, G⋆ = ∪n≥0Gn, U = {v ∈ Fq[X]; v unitaire}.(2.5)Remarquons que sur les entiers, nous avons le même type de bije
tion (voir formule 3.2). C'est àpartir de 
ette dé
omposition et du di
tionnaire que l'analyse des di�érents paramètres s'e�e
-tuera. Pour que 
ette dé
omposition soit utile, il faut déterminer les séries génératri
es sur lesensembles G et U .Dans toute la suite, nous �xons c un 
oût élémentaire dé�ni sur les ensembles G et U . Lasérie génératri
e bivariée liée au 
oût c et à l'ensemble G (resp. U) est donnée par

G(z,w) =
∑

m∈G

ewc(m)zdeg m, U(z,w) =
∑

m∈U

ewc(m)zdeg m.Pour w = 0, 
es séries sont indépendantes de c. Elle sont respe
tivement notées G(z) et U(z) etvéri�ent,
G(z) =

(q − 1)qz

1 − qz
, U(z) =

1

1 − qz
.Les quasi-inverses (1−G(z,w))−1 et (1−G(z))−1 joueront un r�le essentiel puisque 
e sont euxqui apporteront les p�les dominants. En parti
ulier, (1 −G(z))−1 véri�e

(1 −G(z))−1 =
1

1 −G(z)
=

1 − qz

1 − q2zet admet un unique p�le simple dominant en z = 1/q2.2.4.2 Coûts à 
roissan
e modéréeDans 
ette se
tion, nous �xons c un 
oût élémentaire sur les quotients et nous notons C le
oût additif à 
roissan
e modérée asso
ié,
C(v0, v1) =

p∑

i=1

c(mi).Nous souhaitons montrer que C admet une loi limite gaussienne (théorème 9). L'ensemble Ω esten bije
tion ave
 G⋆×U . Le paramètre C est additif en c et en appliquant le di
tionnaire, la sériegénératri
e bivariée de C satisfait
SC(z,w) =

U(z)

1 −G(z,w)
=

1

1 − qz

1

1 −G(z,w)
, (2.6)où G(z,w) est la série génératri
e bivariée sur l'ensemble G asso
ié au 
oût c.Cette formule est bien entendue valable pour tout 
oût additif. Elle est à rappro
her ave
 
elledes 
oûts additifs sur les entiers (voir formule 3.14). Nous montrons maintenant que la série

SC(z,w) satisfait les 
onditions du théorème FS.La série U(z) est analytique sur le disque 
entré D1/q de rayon 1/q. Comme c(m) = O(ℓ(m)),pour tout ǫ > 0, il existe un voisinage W de 0 et un disque 
entré Dǫ de rayon (1/q)− ǫ tels que48



2.4. Analyse des 
oûts prin
ipauxla série bivariée G(z,w) est analytique sur Dǫ×W. Pour σ = 1/q2, G(σ, 0) = 1 et G(σ)U(σ) 6= 0.En parti
ulier, σ est l'unique p�le simple de SR(z, 0) dans Dǫ. Les dérivées partielles par rapportà z et w de G(z,w) sont non-nulles (et mêmes stri
tement positives) dès que le 
oût élémentaire
c est non nul. Il existe alors une fon
tion σ(w) dé�nie sur un voisinage de w = 0 telle que
G(σ(w), w) = 1 et z = σ(w) est l'unique p�le de SC(z,w) dans le disque Dǫ. Pour utiliser lethéorème FS, il reste à prouver que Σ(w) = log σ(w) admet une dérivée se
onde non-nulle lorsquele 
oût n'est pas linéaire. En supposant 
e dernier point, nous obtenons la loi limite gaussiennedes 
oûts additifs à 
roissan
e modérée.Le lemme suivant donne une 
ondition né
essaire et su�sante pour que la dérivée se
onde Σ′′(0)soit nulle.Lemme 2 Soit σ(w) la fon
tion dé�nie par G(σ(w), w) = 1 pour w dans un voisinage de 0 et
Σ la fon
tion Σ = log σ. Alors, Σ′′(0) = 0 si et seulement si C est un 
oût additif linéaire.Preuve. La série G(σ(w), w) s'é
rit sous la forme

G(σ(w), w) =
∑

m∈G

efm(w) ave
 fm(w) = wc(m) + Σ(w) degm.Par dé�nition de σ(w), G(σ(w), w) = 1 et en dérivant deux fois par rapport à w, nous obtenons
0 =

∑

m∈G

(f ′′m(w) + f ′m(w)2)efm(w) (2.7)Si Σ′′(0) = 0, alors f ′′m(0) = Σ′′(0) degm = 0 pour tout m dans G et l'égalité 2.7 montre que
f ′m(0) = 0 pour tout m ∈ G. Comme f ′m(0) = c(m) + Σ′(0) degm, c(m) = −Σ′(0) degm et estlinéaire en degm. Véri�ons tout de même que Σ′(0) n'est pas nul. En dérivant une fois la relation2.7, nous obtenons

Σ′(0) = −q2∂wG(q−2, 0)

∂zG(q−2, 0)qui est stri
tement négatif si c est non nul.Ré
iproquement, si c est de la forme c(m) = α · degm, la série G(z,w) admet une formuleexpli
ite :
G(z,w) =

(q − 1)qzeαw

1 − qzeαw
.La fon
tion σ(w) est alors donnée par σ(w) = 1/(q2eαw) soit Σ(w) = −2 log q−wα et Σ′′(0) = 0.Ce
i �nit de montrer l'équivalen
e.Comme 
onséquen
e du lemme, nous obtenons que les 
oûts à 
roissan
e modérée non-linéairessatisfont une loi limite gaussienne ave
 une espéran
e et une varian
e linéaires en n.Ce résultat est l'équivalent sur les polyn�mes des résultats de Baladi-Vallée ([BV05, BV04℄ etthéorème BV ) dont la preuve se limite aux entiers. La partie prin
ipale de la dé
omposition de la
omplexité binaire étendue est de la forme (n+2)Y0 où Y0 est le 
oût additif à 
roissan
e modéréeasso
ié au 
oût élémentaire c = ℓ. Ainsi, (n + 2)Y0 suit une loi limite gaussienne d'espéran
equadratique et de varian
e 
ubique en n.
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Chapitre 2. Le 
as des polyn�mes2.4.3 Un 
as parti
ulier de 
oût modéréLe 
oût à 
roissan
e modérée Y0 qui intervient dans la dé
omposition de la 
omplexité binaireétendue est asso
ié au 
oût élémentaire c(m) = ℓ(m). La série génératri
e G(z,w) est véri�e alors
G(z,w) =

∑

m∈G

zdeg mewℓ(m) =
(q − 1)qze2w

1 − qzew
.L'équation G(σ(w), w) = 1 a pour solution

σ(w) =
1

qew((q − 1)ew + 1)et les deux premières dérivées de Σ = log σ en 0 sont
Σ′(0) = −2q − 1

q
, et Σ′′(0) = −q − 1

q2
.Le 
oût Y0 suit don
 une loi gaussienne de paramètres

En[Y0] =
2q − 1

q
· n+O(1), Vn[Y0] =

q − 1

q2
· n+O(1), rn[Y0] = O(n−1/2)et si l'on admet le théorème 10 sur les 
oûts 
on
entrés, la 
omplexité binaire étendue admet uneloi limite gaussienne de paramètres

En[E] =
2q − 1

q
· n2 +O(n), Vn[E] =

q − 1

q2
· n3 +O(n2), rn[E] = O(n−1/2).2.4.4 Le 
oût N est gaussienLe 
oût prin
ipal dans la dé
omposition de la 
omplexité binaire 
lassique fait intervenir le
oût N et nous voulons montrer qu'il admet une loi limite gaussienne. Par dé�nition, la formegénérale de N est

N(v0, v1) =

p∑

i=1

deg vi−1.En utilisant la formule 2.1 sur les degrés des vi et en inversant les deux signes sommes, uneformule alternative de N en fon
tion des degrés des quotients est
N(v0, v1) =

p+1∑

u=1

udegmu, ave
 mp+1 = vp.Nous utilisons une fois de plus la bije
tion Ω ≈ G⋆ × U et le di
tionnaire pour exprimer la sériegénératri
e bivariée de N . La bije
tion se ré
rit
Ω ≈ U + G × U + G × G × U + . . . .Nous notons cj le 
oût cj(m) = j ·degm. Pour un ensemble de la forme G× . . .×G×U = Gp×U ,le 
oût sur le je ensemble G est �xé à cj et le 
oût sur U est �xé à cp+1. Ainsi dé�ni, les sériesgénératri
es Gj(z,w) et Uj(z,w) asso
iées au 
oût cj sur les ensembles G et U satisfont

Uj(z,w) = U(z, j · w) =
1

1 − qzejw
, Gj(z,w) = G(z, j · w) =

(q − 1)qzejw

1 − qzejw
.50



2.4. Analyse des 
oûts prin
ipauxLe di
tionnaire s'applique alors au paramètre N et nous obtenons l'expression
SN (z,w) = U(z,w) +

∑

p≥1

G(z,w)G(z, 2w) . . . G(z, pw)U(z, (p + 1)w)

= Φ(−(q − 1),−qz, ew)où la fon
tion Φ est dé�nie par
Φ(u, ξ, t) =

∑

p≥0

tp(p+1)/2 ξpup

∏p+1
j=1(1 + ξtj)

.

Φ satisfait l'identité Φ(u, ξ, t) = 1 − tξ(1 − u)Φ(tu, ξ, t). Cette identité relève du domaine des
q-
al
uls et mène par indu
tion à la formule

Φ(u, ξ, t) = 1 +
∑

n≥1

(−1)n(tξ)n
n−1∏

j=0

(1 − utj).Appliquée à la série SN (z,w), on obtient une formule alternative qui fait 
lairement apparaîtreles 
oe�
ients,
SN (z,w) = 1 +

∑

n≥1

zn(qew)n
n−1∏

j=0

(1 + (q − 1)ewj).La série génératri
e des moments du 
oût N sur Ωn est alors égale à
En[exp(wN)] =

[zn−1]SN (z,w)

|Ωn|
= e(n−1)w

n−2∏

j=0

[
1 + (q − 1)ewj

q

]
.Le paramètre N suit asymptotiquement une loi gaussienne dès que le paramètre N = N/(n− 1)satisfait aussi une loi gaussienne. Maintenant, la série génératri
e des moments de N satisfait

En[exp(wN)] = exp δn(w) ave

δn(w) = w +

n−2∑

j=0

fw(
j

n− 1
)où fw est la fon
tion

fw(t) = log
1 + (q − 1)ewt

q
.La formule d'Euler-Ma
-Laurin transforme une somme en une intégrale et appliquée à δn(w), onobtient

δn(w) = n.U(w) + V (w) +O(n−1)où V est une fon
tion analytique indépendante de n dans un voisinage de 0 et
U(w) =

∫ 1

0
f(t)dt =

∫ 1

0
log

1 + (q − 1)ewt

q
.La série des moments véri�e alors

En[ewN ] = exp(n · U(w) + V (w))(1 +O(n−1)) 51



Chapitre 2. Le 
as des polyn�mesave
 un terme d'erreur uniforme en w. Le théorème des quasi-puissan
es de Hwang s'applique à
N et en multipliant par (n− 1), entraîne la loi limite gaussienne de N de paramètres
En[N ] = U ′(0) ·n2+O(n) =

q − 1

2q
·n2+O(n), Vn[N ] = U ′′(0) ·n3+O(n2) =

q − 1

3q2
·n3+O(n2),et de vitesse de 
onvergen
e rn[N ] = O(n−1/2).En admettant le théorème 9, nous pouvons 
al
uler les 
onstantes dominantes qui inter-viennent dans la loi limite de la 
omplexité binaire 
lassique. Pour l'espéran
e, il faut aussi tenir
ompte de 1

2 deg2 v0/2 = (n−1)2/2 qui intervient dans la dé
omposition alors que pour vn, seulela varian
e du 
oût gaussien N intervient. La 
omplexité binaire 
lassique B suit alors une loilimite gaussienne de paramètres
En[B] =

2q − 1

2q
· n2 +O(n), Vn[B] =

q − 1

3q2
· n3 +O(n2), rn[B] = O(n−1/2).La série SN (z,w) satisfait une équation fon
tionnelle de la forme

SN(z,w) = U(ewz,w) +G(ewz,w)SN (ewz,w).Ce type d'équation se ren
ontre par exemple lors de l'analyse de paramètres de type longueurde 
heminement.2.4.5 Continuant à une fra
tion de l'exé
utionLa série génératri
e de L[δ] est notée simplement S[δ]. Ave
 la bije
tion Ω ≈ G⋆ × U , lesrelations sur les degrés et les di
tionnaires, la série bivariée S[δ] admet 
omme forme alternative
S[δ](z,w) = U(zew) ·

∑

p≥0

G(z)⌊δp⌋G(zew)p−⌊δp⌋.Maintenant, si δ est le rationnel δ = c/(c+ d), alors en é
rivant p = k(c+ d)+ j, la série se ré
rit
S[δ](z,w) = U(zew) ·




c+d−1∑

j=0

G(zew)j−⌊δj⌋G(z)⌊δj⌋


 · 1

1 −G(z)cG(zew)d
. (2.8)Il est alors fa
ile de véri�er que S[δ] véri�e toutes les 
onditions d'appli
ation du théorème FS.Notons toutefois une petite di�
ulté. Pour w = 0, les valeurs de z pour lesquellesG(z)cG(zew)d =

G(z)c+d vaut 1 sont
z =

e2ikπ/(c+d)

q − 1 + qe2ikπ/(c+d)
, k ∈ N.Le p�le dominant est z = 1/q2 et les p�les sous-dominant s'obtiennent ave
 k = ±1. Plus ledénominateur (c + d) de δ est grand, plus la distan
e entre le p�le dominant et le p�le sous-dominant tend à s'annuler. Le même phénomène apparaît sur les entiers et 
'est la raison pourlaquelle nous ne pouvons analyser l'algorithme de Knuth-S
hönhage ave
 une multipli
ationd'ordre plus petit que O(n3/2).En dérivant deux fois la relation δ logG(σ(w)) + (1− δ) logG(σ(w)ew) = 0 par rapport à w,les deux premières dérivées de σ(w) apparaissent et en prenant w = 0, nous obtenons

σ′(0) =
δ − 1

q2
, σ′′(0) =

(δ − 1)(q(1 − δ) − 1)

q2(q − 1)
.52



2.5. Analyse des 
oûts 
on
entrésLes deux premières dérivées de Σ(w) = log σ(w) véri�ent alors
Σ′(0) = −(1 − δ), Σ′′(0) = −δ(1 − δ)

q − 1
.Ce
i termine la preuve du théorème 5.2.5 Analyse des 
oûts 
on
entrésLa partie pré
édente regroupe l'analyse de tous les 
oûts prin
ipaux des dé
ompositions. Dans
ette partie, nous traitons les autres 
oûts. Nous montrons que les 
oûts à 
roissan
e intermédiaireet les 
oûts terminaux ont une espéran
e et une varian
e d'ordre 
onstant ou linéaire en n. Nousétablissons ainsi le théorème 10 et les résultats généraux sur les 
omplexités binaires 
lassique etétendue.2.5.1 Coûts additifs à 
roissan
e intermédiaireNous �xons un 
oût élémentaire c tel que le 
oût additif asso
ié C est à 
roissan
e intermé-diaire. Pour les 
oûts additifs, le di
tionnaire s'applique dire
tement. La série génératri
e bivariéeadmet la forme générale

SC(z,w) =
U(z)

1 −G(z,w)
(2.9)où G(z,w) est la série asso
iée au 
oût élémentaire c. Les séries des moments d'ordre 1 ou 2 sontles dérivées par rapport à w de SC(z,w) prises en w = 0, soit

S
[1]
C =

U ·G[c]

(1 −G)2
, S

[2]
C =

U ·G[c2]

(1 −G)2
+ 2

U ·G2
[c]

(1 −G)3
(2.10)ave
 G[ci] les séries

G[ci] =
∑

m∈G

c(m)izdeg m.Une fois de plus, 
es séries sont très similaires à 
elles obtenues pour les entiers (
f. formule 3.14et proposition 8). En remplaçant U(z) et G(z) par leurs expressions exa
tes dans les séries S[j]
C ,nous obtenons les formules alternatives

S
[1]
C (z) =

(1 − qz) ·G[c](z)

(1 − q2z)2
, S

[2]
C (z) =

(1 − qz) ·G[c2](z)

(1 − q2z)2
+ 2

(1 − qz)2G2
[c](z)

(1 − q2z)3
.La série S[j]

C admet un p�le d'ordre j + 1 en z = q−2. En appliquant la formule d'extra
tion 3puis la normalisation par le 
ardinal de Ωn, les deux premiers moments de C véri�ent
En[Ci] =

[zn−1]S
[i]
C (z)

|Ωn|
=

(
q − 1

q
G[c](q

−2) · n
)i

(1 +O(n−1)).En parti
ulier, le terme en n2 de la varian
e s'annule. La varian
e des 
oûts additifs à 
roissan
eintermédiaire satisfait
Vn[C] = En[C2] − En[C]2 = O(n).Ce
i établit le premier résultat du théorème 10 
on
ernant les 
oûts à 
roissan
e intermédiaire.Ces derniers sont don
 plus 
on
entrés que les parties prin
ipales qui sont toutes de varian
es
ubiques. 53



Chapitre 2. Le 
as des polyn�mes2.5.2 Coûts terminauxLes 
oûts terminaux sont tous les 
oûts de la forme O((ℓ(mp)+ℓ(vp))
k) pour un entier k �xé.Si T dénote le 
oût terminal T (v0, v1) = ℓ(mp)+ℓ(vp), les 
oûts terminaux ont tout leur momentd'ordre 
onstant si et seulement si tous les moments de T sont 
onstants. Une fois de plus, ledi
tionnaire appliqué à T et à la bije
tion Ω = U + G⋆ × G × U 
onduit à la série génératri
ebivariée

ST (z,w) =
U(z,w)G(z,w)

1 −G(z)
+ U(z)ave
 G(z,w) et U(z,w) sont les séries bivariées asso
iées au 
oût élémentaire c sur G et U . Pardérivation, la série du moment d'ordre k satisfait

S
[k]
T (z) =

1

1 −G(z)

(
d

dwk
U(z,w)G(z,w)

)
|w=0 =

1 − qz

1 − q2z

(
d

dwk
U(z,w)G(z,w)

)
|w=0.Remarquons en
ore une fois la similarité des formules entre le 
as polynomial et le 
as entier (
f.proposition 9).Comme U(z,w) et G(z,w) sont analytiques dans un disque 
ontenant stri
tement 1/q2 pour wsu�samment petit, il en est de même de la dérivée ke. Ainsi, les séries S[k]

T admettent un uniquep�le simple dominant en z = 1/q2. La proposition 3 entraîne que le 
oe�
ient de zn dans S[k]
Tsatisfait

[zn]S
[k]
T (z) = q2n

(
d

dwk
U(z,w)G(z,w)

)
|w=0,z=q−2(1 +O(n−1)).Ave
 la normalisation par le 
ardinal de Ωn, nous déduisons que tous les moments de T sontd'ordre 
onstant. Ce
i démontre le deuxième point du théorème 10.A 
e stade de notre analyse, nous avons 
omplètement démontré les théorèmes 9 et 10. Or 
esthéorèmes sont su�sants pour valider la dé
omposition de la 
omplexité binaire de l'algorithmeétendu. Le prin
ipe de dé
omposition s'applique et nous obtenons la loi limite gaussienne de E(théorème 4).2.6 Développements pré
is des moments des 
omplexités binairesJusqu'à présent, nous nous sommes 
ontentés des termes dominants dans les développementsasymptotiques des 
omplexités binaires. Dans 
ette partie, nous montrons 
omment ave
 lesséries génératri
es, nous obtenons une asymptotique plus pré
ise.2.6.1 Cas de l'algorithme 
lassiqueLa 
omplexité de l'algorithme 
lassique est donnée par

B(v0, v1) =

p∑

i=1

ℓ(mi)ℓ(vi).Nous posons ∆z l'opérateur qui agit sur les séries génératri
es en z par
∆z(F (z)) = (zF (z))′.L'intérêt de 
et opérateur est qu'il fait apparaître la taille des polyn�mes. En e�et, si F est dela forme

F (z) =
∑

m

zdeg m alors ∆z(F (z)) =
∑

m

ℓ(m)zdeg m,54



2.6. Développements pré
is des moments des 
omplexités binairesoù la somme se fait sur un ensemble de polyn�mes.Ave
 la bije
tion Ω ≈ G⋆ × U et les relations 2.1, la série génératri
e du premier moment de
B est donnée par

S
[1]
B =

1

1 −G
∆z(G)∆z(

U

1 −G
) =

1 − qz

1 − q2z
· q(q − 1)(2z − qz2)

(1 − qz)2
· 1

(1 − q2z)2
. (2.11)Intuitivement, le premier ∆z génère ℓ(mi) alors que le se
ond génère ℓ(vi). Une autre manièrede voir est de dé
ouper l'exé
ution de l'algorithme d'Eu
lide en trois parties : le début qui
orrespond au premier quasi-inverse, l'étape i 
orrespondant au G(z) dans le premier ∆z et la�n de l'exé
ution qui 
orrespond à la série dans le deuxième ∆z.

début
quasi−inverse quasi−inverse

finétape iLa série S[1]
B s'é
rit aussi sous la forme

S
[1]
B (z) =

A1(z)

(1 − q2z)3ave
 A1 analytique sur le disque de rayon 1/q et A1(q
−2) = (2q−1)/q. Le p�le dominant z = 1/q2est d'ordre 3. La proposition 3 s'applique et après normalisation par le 
ardinal de Ωn, entraîneque l'espéran
e est d'ordre quadratique. Une extra
tion plus �ne e�e
tuée ave
 MAPLE 
onduitau résultat plus pré
is

En[B] =
2q − 1

2q
n2 − 2q2 − q + 1

2(q − 1)q
n+

q

(q − 1)2
+O(n2q−n).Le 
arré de la 
omplexité binaire satisfait

B2(v0, v1) =

p∑

i=1

ℓ(vi)
2ℓ(mi)

2 + 2
∑

1≤i<j≤p

ℓ(mi)ℓ(vi)ℓ(vj)ℓ(mj).La série génératri
e du premier moment pour la première somme s'obtient de manière similaireà 
elle obtenue pour B en dé
oupant les exé
utions en trois parties. Pour la se
onde somme, ilfaut 
ette fois dé
ouper l'exé
ution en 5 parties : deux pour les étapes i et j et les trois autressituées avant, au milieu et après i et j.
quasi−inverse étape

i
quasi−inverse étape quasi−inverse

jToujours en utilisant la bije
tion et les relations sur les degrés, la série génératri
e du se
ondmoment de B satisfait
S

[2]
B =

1

1 −G
∆2

z(G)∆2
z(

U

1 −G
) (2.12)

+2
1

1 −G
∆z(G)∆z

(
1

1 −G
∆z(G)∆z(

U

1 −G
)

)
. 55



Chapitre 2. Le 
as des polyn�mesLa série S[2]
B s'é
rit aussi sous la forme

S
[2]
B (z) =

A2(z)

(1 − q2z)5ave
 A2 analytique sur le disque de rayon 1/q et A2(q
−2) 6= 0. Le p�le dominant z = 1/q2 estd'ordre 5. La proposition 3 s'applique et après normalisation par le 
ardinal de Ωn, entraîne quele se
ond moment est d'ordre Θ(n4). Une extra
tion plus �ne e�e
tuée ave
 MAPLE 
onduit àun résultat plus pré
is et par di�éren
e, la varian
e de B satisfait

Vn[B] =
q − 1

3q2
n3 +

q2 + 2q − 1

2(q − 1)q2
n2 +

q4 + 2q3 + 12q2 − 4q + 1

6(q − 1)3q2
n− q(1 + 5q + q2)

(q − 1)4
+O(n4q−n).(2.13)2.6.2 Cas de l'algorithme étenduLa 
omplexité de l'algorithme d'Eu
lide étendu s'é
rit sous la forme E = B +X où X est le
oût

X(v0, v1) =

p−1∑

i=1

ℓ(mi)ℓ(ai).Le 
oût X est très similaire à la 
omplexité binaire 
lassique B. En parti
ulier, les mêmes idéess'appliquent pour le 
al
ul des moments et les séries génératri
e pour les deux premiers momentssont données par
S

[1]
X = ∆z(

1

1 −G
)∆z(G)

UG

1 −G
et

S
[2]
X = ∆2

z(
1

1 −G
)∆2

z(G)
UG

1 −G

+ 2∆z(∆z(
1

1 −G
)∆z(G)

1

1 −G
)∆z(G)

UG

1 −G
.Il faut noter la symétrie ave
 les séries 2.11 et 2.12 asso
iées à B. Au lieu de dériver à la �n pourgénérer les ℓ(vi), la dérivation se fait au début pour générer les ℓ(ai). La présen
e de G au 
otéde U est due au fait que la somme dans la dé�nition de X est limitée à p − 1. Le 
al
ul de 
esséries montre qu'elles sont de la forme

S
[i]
X (z) =

Ai

(1 − q2z)2i+1
,où Ai est analytique sur le disque de rayon 1/q et Ai(1/q

2) 6= 0. Combinées ave
 la proposition3 et la normalisation par le 
ardinal de Ωn, l'espéran
e et la varian
e de X satisfont
En[X] =

2q − 1

2q
n2 − (2q + 1)(3q − 1)

2(q − 1)q
n+

2q3 + 7q2 − 4q + 1

q(q − 1)2
+O(n2q−n) et

Vn[X] =
q − 1

3q2
n3 +

15q3 − 13q2 + 3q − 1

2(q − 1)2q2
n2 − 191q4 − 50q3 − 60q2 + 4q − 1

6(q − 1)3q2
n

+
27q5 + 31q4 − 36q3 + 6q2 − 5q + 1

q2(q − 1)4
+O(n4q−n). (2.14)56



2.6. Développements pré
is des moments des 
omplexités binairesL'espéran
e de E est la somme des espéran
es de X et de B soit
En[E] =

2q − 1

q
n2 − 4q

q − 1
n+

2q3 + 8q2 − 4q + 1

q(q − 1)2
+O(n2q−n).La varian
e de E fait intervenir la 
ovarian
e de X et de B et véri�e

Vn[E] = Vn[B] + Vn[X] + 2
ovn(X,B) où 
ovn(X,B) = En[BX] − En[B]En[X].Tous les éléments sont 
onnus sauf l'espéran
e de B ·X. Le 
oût B ·X est donnée par la formule
B(v0, v1) ·X(v0, v1) =

p−1∑

i=1

ℓ(mi)
2ℓ(vi)ℓ(ai) +

∑

1≤j<i≤p

ℓ(mi)ℓ(mj)ℓ(vi)ℓ(aj)

+
∑

1≤i<j≤p−1

ℓ(mi)ℓ(mj)ℓ(vi)ℓ(aj).Pour la première somme, il su�t de 
ouper les exé
utions en trois parties 
omme pré
édemment.La série génératri
e pour 
ette partie est
∆z(

1

1 −G
)∆2

z(G)∆z(
UG

1 −G
) :=

A3(z)

(1 − q2z)4où A3 a les mêmes propriétés que A1 et A2. Le premier ∆z génère ℓ(ai), le se
ond génère ℓ(mi)
2et le troisième génère ℓ(vi).Pour la se
onde somme, il su�t de dé
omposer en 
inq parties 
omme les fois pré
édentes et lasérie génératri
e asso
iée véri�e alors

∆z(
1

1 −G
)∆z(G)

1

1 −G
∆z(G)∆z(

U

1 −G
) :=

A4(z)

(1 − q2z)5
.où A4 a les mêmes propriétés que A1 et A2. Intuitivement, les deux premiers ∆z génèrent

ℓ(mj)ℓ(aj) alors que les deux derniers génèrent ℓ(mi)ℓ(vi).Finalement, la dernière somme est plus di�
ile à traiter. Pour générer ℓ(vi), les étapes i + 1jusqu'à p sont né
essaires alors que pour générer ℓ(aj), les étapes 1 à j − 1 sont utilisées. Si
i < j, il peut y avoir 
hevau
hement des deux zones et nous ne pouvons utiliser deux fois l'opé-rateur de dérivation ∆z sur deux zones non in
luses l'une dans l'autre mais qui se 
hevau
hent.L'idée est de faire intervenir des variables intermédiaires u et t marquant les deux zones et ayantexa
tement le même r�le que z.

ℓ(aj) : variable u
ℓ(vi) : variable tjiAve
 
ette dé
omposition, la série génératri
e est de la forme

∆t∆u

(
1

1 −G(uz)
∆z(G(uz))

1

1 −G(ztu)
∆z(G(zt))

U(zt)G(zt)

1 −G(zt)

)
|t=u=1 :=

A5(z)

(1 − q2z)5
. 57



Chapitre 2. Le 
as des polyn�mesEn 
ombinant toutes 
es séries, la série du premier moment de X · B admet un unique p�led'ordre 5 en z = 1/q2. Après extra
tion ave
 la proposition 3 puis normalisation par le 
ardinalde Ωn, l'ordre de l'espéran
e de X ·B est Θ(n4). Une extra
tion plus �ne ave
 MAPLE mène audéveloppement pré
is de En[X · B] et de la 
ovarian
e de X et de B,
ovn(X,B) =
q − 1

6q2
n3 +

3q2 − 2q + 1

2(q − 1)q2
n2 +

2(8q4 − 2q3 − 3q2 + 4q − 1)

3(q − 1)3q2
n

−24q3 + 3q2 − 7q + 1

(q − 1)4
+O(n4q−n). (2.15)La varian
e de E est maintenant 
al
ulable et véri�e

Vn[E] =
q − 1

q2
n3 +

11q3 − 11q2 + 3q − 1

(q − 1)2q2
n2 − 21q4 − 6q3 − 8q2 − 4q + 1

(q − 1)3q2
n

−22q5 − 20q4 + 23q3 − 1 − 4q2 + 5q

(q − 1)4q2
+O(n4q−n).2.7 Con
lusionDans 
ette partie, nous avons montré que la 
omplexité binaire des algorithmes d'Eu
lide
lassique et étendu ainsi que la taille du 
ontinuant à une fra
tion rationnelle de l'exé
utionadmettent tous une loi limite gaussienne. L'analyse des 
omplexités binaires est basée sur unedé
omposition en plusieurs famille de 
oûts plus simples à étudier. Les te
hniques employéespour analyser 
es familles sont 
elles de la 
ombinatoire analytique et des séries génératri
es.L'analyse dans le 
as des polyn�mes est fa
ilité par le fait que les séries 
ommutent et que tousles paramètres s'expriment en fon
tion des degrés des quotients. Pour les entiers, nous verronsque les séries s'expriment ave
 des opérateurs qui ne 
ommutent pas.L'analyse sur les polyn�mes est très similaire à 
elle qui sera faite sur les entiers. Nousretrouverons le prin
ipe de dé
omposition et les mêmes familles de 
oûts à analyser (ex
epté le
oût N). Les séries génératri
es sur les polyn�mes ont aussi des équivalents en terme d'opérateursde transfert. Mais les séries génératri
es sur les entiers sont d'une part, des séries de Diri
hletqui sont plus di�
iles à manipuler. D'autre part, les séries génératri
es s'expriment ave
 desopérateurs et les propriétés analytiques des opérateurs sont plus di�
iles à obtenir que 
elles desséries ordinaires.Dans 
e travail, nous nous sommes intéressés au 
as parti
ulier des polyn�mes à une indéter-miné sur un 
orps �ni. Dans l'avenir, il serait intéressant d'aborder l'algorithme d'Eu
lide pourdes polyn�mes à plusieurs indéterminés sur d'autres types d'ensembles.

58



Chapitre 3Le 
as des entiers
Sommaire 3.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 603.2 Système dynamique et dé
ompositions . . . . . . . . . . . . . . . 613.2.1 Système dynamique des fra
tions 
ontinues . . . . . . . . . . . . . . 613.2.2 Dé
omposition de la 
omplexité étendue . . . . . . . . . . . . . . . 633.2.3 Varian
e de la 
omplexité binaire 
lassique . . . . . . . . . . . . . . 653.2.4 Continuant à une fra
tion de l'exé
ution . . . . . . . . . . . . . . . 683.2.5 Algorithmes interrompus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 683.2.6 État d'avan
ement de l'analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 693.3 Séries génératri
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 693.3.1 Séries génératri
es de Diri
hlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 703.3.2 Opérateurs de transfert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 713.3.3 Di
tionnaire sur les opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 723.3.4 Développements propre et impropres . . . . . . . . . . . . . . . . . 733.3.5 Série pour les 
oûts additifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 743.3.6 Série pour les 
oûts terminaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 743.3.7 Série pour le 
ontinuant à une fra
tion de l'exé
ution . . . . . . . . 753.3.8 Série pour M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 763.3.9 Séries pour A−A et 
onje
ture (C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 773.3.10 Conje
ture (G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 803.3.11 État d'avan
ement de l'analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 803.4 Propriétés analytique des séries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 803.4.1 Propriétés US(s) et US(s, w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 803.4.2 Coût additifs, 
oûts terminaux, 
oûts A et A . . . . . . . . . . . . 823.4.3 Paramètre L̃[δ] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 823.4.4 Paramètre M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 823.4.5 État d'avan
ement de l'analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 833.5 Extra
tions et asymptotiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 833.5.1 Formule de Perron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 843.5.2 Appli
ation aux paramètres d'intérêt . . . . . . . . . . . . . . . . . 853.5.3 État d'avan
ement de l'analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 903.6 Analyse dynamique sur les polyn�mes . . . . . . . . . . . . . . . 903.6.1 Système dynamique des fra
tions 
ontinues . . . . . . . . . . . . . . 903.6.2 Opérateurs de transfert et liens ave
 les séries . . . . . . . . . . . . 913.7 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

59



Chapitre 3. Le 
as des entiers
3.1 Introdu
tionAu 
hapitre pré
édent, nous avons analysé la distribution des 
omplexités binaires des al-gorithmes d'Eu
lide 
lassique et étendu sur les polyn�mes. Nous avons également étudié la loilimite des 
ontinuants à une fra
tion de l'exé
ution. Ce 
hapitre aborde les mêmes paramètresmais dans le 
adre des entiers. La 
omplexité moyenne de l'algorithme de Knuth-S
hönhage pa-ramétré KSα est aussi traitée à travers l'analyse des algorithmes interrompus. Les mêmes idéesque sur les polyn�mes s'appliquent dans le 
adre des entiers. En parti
ulier, nous proposons desdé
ompositions pour la 
omplexité binaire étendue et les 
ontinuants qui satisfont le prin
ipede dé
omposition. Nous sommes alors ramenés à étudier les mêmes familles de 
oûts mais surles entiers. La méthode utilisée sur les polyn�mes était la 
ombinatoire analytique. Cette mé-thode était adaptée 
ar tous les paramètres s'exprimaient �simplement� en fon
tion des degrésdes quotients et du pg
d. Malheureusement, 
e n'est plus le 
as sur les entiers et le di
tionnairesur les séries génératri
es ne s'applique plus. Il n'est alors plus possible d'obtenir dire
tementune formule alternative des séries.L'analyse dynamique utilise un 
hemin détourné pour trouver une forme alternative auxséries.

Algorithme
ou source

séries
génératrices

analyse des
singularités asymptotique

opérateur
générateur

analyse
spectrale

Système
dynamiqueTout d'abord, l'algorithme est vu 
omme un système dynamique agissant sur les données. L'outil
lassique des systèmes dynamiques pour étudier l'évolution des données est l'opérateur de trans-fert (ou opérateur de Ruelle) [Rue78℄ qui dépend d'un paramètre 
omplexe s. L'idée originalede l'analyse dynamique est d'utiliser les opérateurs de transfert (et leurs des
endan
es) pourgénérer les séries génératri
es. Ensuite, les a
tions de l'algorithme se traduisent à travers des di
-tionnaires en a
tions sur les opérateurs (et don
 sur les séries). Ensuite, l'analyse des singularitésdes séries pour extraire les 
oe�
ients passe par une analyse des singularités des opérateurs. Ilest 
lassique en analyse fon
tionnelle de relier les singularités des opérateurs à leur spe
tre. Unepropriété fondamentale des opérateurs de transfert est qu'ils admettent une unique valeur propredominante, notée λ(s), isolée du reste du spe
tre par un saut spe
tral. Selon la valeur de λ(s),les opérateurs générateurs admettent (ou n'admettent pas) un p�le en s. L'étude des singularitésdes séries se ramène don
 à une analyse spe
trale. Une fois les singularités déterminées, l'étaped'extra
tion des 
oe�
ients s'applique et nous obtenons les asymptotiques.L'analyse dynamique est née du mariage entre deux domaines : l'analyse (en moyenne) d'al-gorithmes et les systèmes dynamiques. Cette méthode, initiée par Brigitte Vallée à Caen, sedéveloppe depuis une dizaine d'années et a 
ontribué à résoudre de nouveaux problèmes sur lesmots et les algorithmes arithmétiques. Au 
hapitre 8, nous appliquons pour la première fois leste
hniques d'analyse dynamique en fouille de données. Pour quelques analyses dynamiques sur lesmots, nous renvoyons à [CFV01, BNV01, Bou01, BV02℄. Les premières analyses en moyenne des60



3.2. Système dynamique et dé
ompositionsalgorithmes eu
lidiens étaient soit spé
i�ques aux algorithmes, soit spé
i�ques aux paramètresétudiés. L'analyse dynamique s'applique à de nombreux algorithmes ainsi qu'à de nombreuxparamètres [Bre76, Val98a, Val00b, Val03, BDV02, DV04, DMDV05℄. Les premières analysesdynamiques étaient des analyses en moyenne, mais en 2002, Baladi et Vallée [BV04, BV05℄ onte�e
tué une per
ée signi�
ative. Elles ont adapté la méthode pour réaliser la première analysedynamique en distribution des 
oûts additifs à 
roissan
e modérée. Comme sur les polyn�mes,
ette famille de 
oûts regroupe plusieurs paramètres naturels 
omme le nombre de divisions, lenombre de quotients égaux à 1, la taille totale de tous les quotients, et
. Mais ni la 
omplexitébinaire, ni le 
ontinuant à une fra
tion de l'exé
ution ne sont additifs à 
roissan
e modérée.Notre obje
tif dans 
e 
hapitre est de donner les grandes étapes pour démontrer les théorèmes2, 3, 5 et 6 qui 
on
ernent respe
tivement la 
omplexité binaire 
lassique, étendue, le 
ontinuantà une fra
tion de l'exé
ution et les paramètres des algorithmes interrompus. Nous avons vu aupremier 
hapitre que l'analyse des algorithmes interrompus est su�sante pour déterminer la
omplexité binaire moyenne des algorithmes sous-quadratiques KSα. C'est la première fois quela distribution de la 
omplexité binaire est traitée. C'est aussi la première fois qu'une analyse enmoyenne d'un algorithme sous-quadratique est réalisée.Plan. Nous suivons les étapes d'une analyse dynamique. La première se
tion présente lesystème dynamique asso
ié à l'algorithme d'Eu
lide et les dé
ompositions des 
omplexités bi-naires. Nous ramenons aussi l'analyse des algorithmes interrompus à un unique paramètre M .La deuxième se
tion introduit les séries génératri
es et les opérateurs de transfert. Ensuite, lesséries génératri
es des paramètres sont exprimées ave
 les opérateurs. La troisième étape d'ana-lyse spe
trale et analytique des opérateurs est laissée au pro
hain 
hapitre. Toutefois, à la se
tion3.4, les propriétés analytiques des séries sont expliquées. La dernière se
tion aborde l'étape d'ex-tra
tion des 
oe�
ients et les asymptotiques.3.2 Système dynamique et dé
ompositionsLes dé
ompositions sur les polyn�mes étaient prin
ipalement dues à la relation simple entre ledegré des 
ontinuants et le degré des quotients. Cette relation admet un équivalent sur les entiersqui fait intervenir les bran
hes inverses du système dynamique asso
ié à l'algorithme d'Eu
lide.Avant de proposer les dé
ompositions, nous présentons 
e système dit des fra
tions 
ontinues.3.2.1 Système dynamique des fra
tions 
ontinuesLa première étape de l'analyse dynamique est d'asso
ier un système dynamique à l'algorithmed'Eu
lide.Sur une entrée (v0, v1) l'algorithme d'Eu
lide 
lassique e�e
tue une séquen
e de divisionseu
lidiennes de la forme
v0 = m1v1 + v2, v1 = m2v2 + v3, . . . , vp−1 = mpvp + 0.Si au lieu d'observer la suite des 
ouples (vi, vi+1), on observe les rationnels vi+1/vi, alors il existeune fon
tion T telle que

T

(
v1
v0

)
=
v2
v1
, . . . , T

(
vi+1

vi

)
=
vi+2

vi+1
, . . . , T

(
vp

vp−1

)
= 0. 61
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1

0

 

10Fig. 3.1 � Système dynamique des fra
tions 
ontinuesLa fon
tion T est appelée fon
tion de dé
alage ou shift, agit sur l'intervalle [0, 1] et est dé�niepar
T (x) =

1

x
−
⌊

1

x

⌋
, T (0) = 0.La paire (I, T ) forme le système dynamique dit des fra
tions 
ontinues. Un système dynamique(de l'intervalle) est une paire (Ĩ , T̃ ) formée par un intervalle Ĩ et une fon
tion T̃ : Ĩ → Ĩ qui est

C2 par mor
eaux sur une partition �nie ou dénombrable de Ĩ et telle que 
haque mor
eaux eststri
tement monotone. Une représentation graphique de T est donnée à la �gure 3.1. La fon
tion
T est surje
tive par mor
eaux sur les intervalles Im =] 1

m+1 ,
1
m ]. De plus, les bije
tions inverses

h[m] de T restreintes à Im sont des homographies dé�nies par
h[m] : [0, 1[→ Im, h[m](x) =

1

m+ x
, ∀m ≥ 1.Une bije
tion inverse est appelée bran
he inverse et H désigne l'ensemble des bran
hes inverses,

H = {h[m] : x→ 1

m+ x
; m ≥ 1}.Une bran
he inverse de profondeur n est la 
omposée de n bran
hes inverses. Nous notons Hnl'ensemble des bran
hes de profondeur n et H⋆ = ∪n≥0Hn le semi-groupe engendré par H,

Hn = {h1 ◦ h2 ◦ . . . ◦ hn; hi ∈ H,∀i}, H⋆ = ∪n≥0Hn, H0 = {id}.Par 
onstru
tion, vi/vi−1 = h[mi](vi+1/vi) et par indu
tion, nous obtenons le développement enfra
tion 
ontinue du rationnel vi/vi−1,
vi

vi−1
= h[mi] ◦ . . . ◦ h[mp](0) =

1

mi +
1

mi+1 +
1. . .

mp−1 +
1

mp

. (3.1)
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3.2. Système dynamique et dé
ompositionsLe dernier quotient est par hypothèse di�érent de 1 
e qui nous fait introduire l'ensemble F =
H\{h[1]}. Comme sur les polyn�mes, l'algorithme d'Eu
lide 
onstruit la bije
tion

Ω ≈ (H0 + H⋆F) × N⋆. (3.2)
(H0 + H⋆F) est l'ensemble des suites vides (symbolisée par H0) ou 
ontenant au moins unquotient (H⋆F) et N⋆ est l'ensemble des pg
d possibles. La présen
e de H0 est due aux entrées
(u, v) ave
 v = 0. Dans 
e 
as, il n'y a pas de développement en fra
tions 
ontinues et le pg
dest u. Cette bije
tion est à rappro
her ave
 
elle obtenue sur les polyn�mes (formule 2.5). Labije
tion est un peu plus simple 
ar sur les polyn�mes, F = G.Pour une bran
he inverse h = h1 ◦ . . . ◦ hp de profondeur p, ei(h) désigne la bran
he inversede �n (au rang i) 
omposée des p− i dernières bran
hes inverses,

ei(h) = hi+1 ◦ . . . ◦ hp, i ≤ p− 1.De la même manière, la bran
he inverse du début bi(h) (au rang i) est la bran
he inverse 
omposéedes i− 1 premières bran
hes,
bi(h) = h1 ◦ . . . ◦ hi−1, i ≥ 2.Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté, les bran
hes de �n et de début seront notées ei et bi. Lesbran
hes inverses de début et de �n de h sont liées aux 
ontinuants vi et ai. Nous avons déjà vuque les restes su

essifs vi véri�ent

vi+1

vi
= ei(0)et 
omme les bran
hes inverses h[m] sont des homographies de déterminant −1, si D[x] désignele dénominateur de x pour un rationnel x, les vi véri�ent également

D

[
vi+1

vi

]
= D[ei(0)] = |e′i(0)|−1/2 et vi = pg
d(v0, v1)|e′i(0)|−1/2. (3.3)Une propriété symétrique existe ave
 les 
ontinuants ai mais ave
 les bran
hes du début,

|ai| = |b′i(0)|−1/2. (3.4)Les égalités 3.3 et 3.4 sont équivalentes aux relations sur les degrés introduites pour les polyn�mes(voir lemme 1). Elles auront un r�le essentiel pour l'analyse de tous les 
oûts de 
ette partie, à
ommen
er pour la dé
omposition de tous les paramètres.3.2.2 Dé
omposition de la 
omplexité étendueLa dé
omposition h = bi ◦ ei−1 = bi ◦ hi ◦ ei entraîne
v−2
0 = v−2

p · |h′(0)| = v−2
p · |b′i(ei−1(0))| · |e′i−1(0)| = v−2

p · |b′i(ei−1(0))| · |h′i(ei(0))| · |e′i(0)|,si bien que le terme ℓ(vi) + ℓ(ai) + lgmi se dé
ompose en
ℓ(vi) + ℓ(si) + lgmi = ℓ(v0) + 1 + f + di + fi, (3.5)ave
 di := d

(1)
i + d

(2)
i , d

(1)
i := lg

∣∣∣∣
h′i(0)

h′i(ei(0))

∣∣∣∣ , d
(2)
i := lg

∣∣∣∣
b′i(ei−1(0))

b′i(0)

∣∣∣∣ , (3.6)
f := {lg v0}, fi := −{lg vi} − {lg si}.Ave
 
ette dé
omposition, nous obtenons une dé
omposition de la 
omplexité binaire étendue.63



Chapitre 3. Le 
as des entiersProposition 4 (Dé
omposition 
omplexité étendue) La 
omplexité binaire E de l'algo-rithme d'Eu
lide étendu se dé
ompose en
D = (ℓ+ 1) · Z + Y ave
 Y = −Y1 +O(Y2) + Y3 + Y4 + Y5.I
i ℓ est la taille des entrées dé�nie par ℓ(u, v) = ℓ(u) = ℓ(v0) et
Z =

p−1∑

i=1

ℓ(mi), Y1 =

p−1∑

i=1

ℓ(mi) · lgmi, Y2 = (ℓ(mp) + lg vp)
2, (3.7)

Y3 = f ·
p−1∑

i=1

ℓ(mi), Y4 =

p−1∑

i=1

di · ℓ(mi) Y5 =

p−1∑

i=1

fi · ℓ(mi). (3.8)Sur les polyn�mes, la dé
omposition de D s'é
rivait (à peu près) sous la forme (ℓ+ 1) ·Z − Y1 +
O(Y2). Les termes 
orre
tifs supplémentaires dans le 
as des entiers viennent notamment de ladi�éren
e entre la taille binaire et le logarithme des entiers.Les 
oûts Z et Y1 sont appelés des 
oûts additifs 
ar 
e sont la somme d'un 
oût élémentairesur tous les quotients. Comme sur les polyn�mes, les 
oûts additifs pourront être à 
roissan
emodérée ou à 
roissan
e intermédiaire. Le 
oût Y2 est appelé un 
oût terminal puisqu'il ne faitintervenir que les éléments de la dernière étape (le quotient mp et le pg
d vp).Comme les bran
hes inverses h sont toutes de la forme

h(x) = (αx+ β)/(γx+ δ), ave
 α, β, γ, δ des entiers premiers entre eux et 0 < γ ≤ δ,la distorsion est bornée, 
'est-à-dire, pour tout x, y ∈ [0, 1], pour toute bran
he inverse h ∈ H⋆,on a |h′(x)| ≤ 4|h′(y)|. Chaque 
oût d(j)
i est alors uniformément borné par une 
onstante d etil en est de même pour f et les fi. Il vient alors que pour i = 3, 4, 5, les 
oûts Yi véri�ent

Yi = O(Z). Les analyses des paramètres Y3, Y4 et Y5 se réduisent à l'analyse de Z. Pour Y1 et
Y2, nous reprenons la terminologie des polyn�mes.Dé�nition 4 (i) Les 
oûts terminaux Y sont tous les 
oûts polynomiaux en la la taille de vp et
mp, de la forme T (v0, v1) = O((ℓ(mp) + ℓ(vp))

k) ave
 k un entier �xé et T = 0 si le nombred'étapes est nul.(ii) Si c : N⋆ → R+ est un 
oût élémentaire non-nul sur les quotients, le 
oût additif asso
ié à cest
C(v0, v1) =

p−1∑

i=1

c(mi),1. Un 
oût additif est dit à 
roissan
e modérée si le 
oût élémentaire c satisfait c(m) =
O(ℓ(m)).2. Un 
oût additif est dit à 
roissan
e intermédiaire s'il n'est pas à 
roissan
e modérée et sile 
oût élémentaire c satisfait c(m) = O(ℓ(m)k) pour un entier k �xé.Ave
 
es dé�nitions, le 
oût Z est à 
roissan
e modérée et Y1 est à 
roissan
e intermédiaire. Noussouhaitons montrer que la 
omplexité binaire E admet une loi limite gaussienne en appliquantle prin
ipe de dé
omposition. Contrairement aux polyn�mes, il est déjà 
onnu que les 
oûts à
roissan
e modérée admettent une loi limite gaussienne d'espéran
e et de varian
e linéaires en n64



3.2. Système dynamique et dé
ompositions(théorème BV ). Comme ℓ+ 1 est 
onstant et égal à n+ 1 sur Ωn, le théorème BV appliqué à Zentraîne que (ℓ+ 1) · Z suit une loi limite gaussienne de paramètres
En[(ℓ+1) ·Z] = µ(ℓ) ·n2 +O(n), Vn[(ℓ+1) ·Z] = ρ(ℓ) ·n3 +O(n2), rn[(ℓ+1) ·Z] = O(n−1/2).Maintenant, pour i = 3, 4, 5, on a Yi = O(Z). Les espéran
es et les varian
es des Yi véri�entalors les relations triviales

En[Yi] = O(En[Z]) = O(n), et Vn[Yi] ≤ En[Y 2
i ] = O(En[Z2]) = O(n2).Les Yi (i = 3, 4, 5) sont 
on
entrés par rapport à (ℓ + 1) · Z. Pour satisfaire le prin
ipe dedé
omposition, il faut également montrer la 
on
entration des 
oûts Y1 et Y2.Théorème 12 (i) Soit C un 
oût additif à 
roissan
e intermédiaire (ou modérée) asso
ié au
oût élémentaire c. Alors les moments de C satisfont sur Ωn

En[C] =
12 log 2

π2



∑

m≥1

c(m) log(1 +
1

m(m+ 2)
)


 · n(1 +O(n−1)), Vn[C] = O(n).(ii) Soit Y un 
oût terminal. Alors tous les moments de Y sont d'ordre 
onstant sur Ωn.Ave
 
e théorème, le prin
ipe de dé
omposition s'applique à la 
omplexité binaire étendue. L'es-péran
e et la varian
e sont asymptotiquement l'espéran
e et la varian
e de (ℓ+1) ·Z, et la vitessede 
onvergen
e est O(n−1/3) 
ar 
ertains 
oûts 
on
entrés ont une varian
e d'ordre quadratique.Si le théorème 12 est admis, la loi limite gaussienne de la 
omplexité binaire étendue est prouvée(théorème 3).3.2.3 Varian
e de la 
omplexité binaire 
lassiqueNous dé
rivons i
i la 
onje
ture (C) du théorème 2 qui implique l'égalité suivante sur lesvarian
es,

3Vn[B] = Vn[E] +O(n2).Pour 
ela, nous introduisons les 
ontinuants appro
hés ti et wi dé�nis par
ti := b′i(ei−1(0))

−1/2 et wi := vi/vp = e′i(0)
−1/2.Nous 
onsidérons deux nouveaux 
oûts

A(v0, v1) :=

p∑

i=1

ℓ(mi) lgwi, A(v0, v1) :=

p∑

i=1

ℓ(mi) lg ti,qui font intervenir des logarithmes à la pla
e des tailles binaires. Ils seront fa
ilement générésave
 les opérateurs de transfert et ils sont aussi très pro
hes des 
omplexités binaires 
lassiqueset étendues puisque l'on a
B = A+ Z · lg vp +O(Z) et E = (A+A) + Z · lg vp +O(Z).Les varian
es de O(Z) et Z ·lg vp sont toutes les deux d'ordre au plus quadratique4. Nous pouvonsdon
 a�rmer trois 
hoses :4Vn[Z · lg vp] ≤ En[Z2 · lg2 vp] ≤ En[Z4]1/2En[lg4 vp]

1/2 = O(n2). 65



Chapitre 3. Le 
as des entiers1. La 
omplexité binaire étendue E suit une loi limite gaussienne de paramètre [Θ(n2),Θ(n3), O(n−1/3)]ssi A+A suit une loi limite gaussienne de paramètre [Θ(n2),Θ(n3), O(n−1/3)].2. La 
omplexité binaire 
lassiqueB suit une loi limite gaussienne de paramètre [Θ(n2),Θ(n3), O(n−1/3)]ssi A suit une loi limite gaussienne de paramètre [Θ(n2),Θ(n3), O(n−1/3)].3. On a l'équivalen
e Vn[E] = 3Vn[B] +O(n2) ssi Vn[A+A] = 3Vn[A] +O(n2).En supposant le théorème 12 démontré, la 
omplexité binaire E suit une loi limite gaussiennedont la varian
e est de la forme Vn[E] = ρ0 · n3 + O(n2). Sous l'hypothèse du théorème 12, lavarian
e de A+A est don
 de la forme Vn[A+A] = ρ0 · n3 +O(n2).Nous présentons maintenant deux 
onje
tures (G) et (C). La 
onje
ture (C) permet de prou-ver l'égalité Vn[E] = 3Vn[B] + O(n2) sur les varian
es. Montrer la 
onje
ture (G) serait unpremier pas (non su�sant) pour obtenir la loi limite gaussienne de la 
omplexité binaire 
las-sique B.3.2.3.1 Conje
ture (G) et loi limite de BNous souhaîtons obtenir une dé
omposition similaire à 
elle obtenue sur les polyn�mes pourla 
omplexité binaire 
lassique (voir formule 2.4 et théorème 11 page 42). Mais la dé
ompositionsera plus di�
ile que sur les polyn�mes. Cela est du au fait que il n'est plus possible d'exprimerles tailles binaires ave
 seulement les paramètres ℓ(mi). Nous introduisons don
 de nouveauxparamètres, le 
oût r = lg vp + lg v0 − ℓ(v0) et la séquen
e θi que nous dé�nissons maintenant.Nous notons xi le rationnel vi+1/vi [qui est aussi égal au rationnel wi+1/wi. La relation wi−1 =
miwi + wi+1 entraîne que, pour tout i ave
 1 ≤ i ≤ p,

lgwi−1 − lgwi = lg(m1 + xi) = ℓ(mi) + θi, ave
 θi = lg
mi + xi

m̃i
, (3.9)et m̃i la plus petite puissan
e de deux au moins égale à mi. Remarquons que θi satisfait −1 ≤

θi ≤ 1. La relation 3.9 rempla
e la relation polynomiale ℓ(vi−1)−ℓ(vi) = ℓ(mi)−1, et, dans le 
asentier, la suite θi joue le même r�le que la suite 
onstante et égale à −1 dans le 
as polynomial.Alors, pour tout i, 0 ≤ i ≤ p− 1, on a
lgwi =

p∑

j=i+1

[ℓ(mj) + θj],et, ave
 la dé�nition de r, la relation pré
édente pour i = 0 entraîne sur ωn la dé
omposition :
p∑

i=1

[ℓ(mi) + θi] = lgw0 = n− r. (3.10)Le 
oût A peut alors s'é
rire
A(v0, v1) =

p∑

i=1

([ℓ(mi) + θi] − θi)



∑

j>i

[ℓ(mj) + θj]


 =

1

2
(n − r)2 − 1

2
(n− r) −

p∑

i=1

θi lgwi.Nous venons de prouver la première assertion de la proposition suivante.Proposition 5 (a) Sur Ωn, la 
omplexité binaire appro
hée A de l'algorithme d'Eu
lide 
lassiquevéri�e la dé
omposition
A =

[
n2

2
−N

]
− n[r +

1

2
] + r ave
 N =

p∑

i=1

θi lgwi.66



3.2. Système dynamique et dé
ompositions(b) De plus, le 
oût Θ egal à la somme de tous les θi satisfait
Θ :=

p∑

i=1

θi = [n− Z] − r,et Θ suit une loi limite gaussienne de paramètres [O(n), O(n), O(n−1/3)]Le point (b) est une 
onséquen
e dire
te de la relation 3.10 et du fait que le 
oût Z est un 
oûtadditif à 
roissan
e modérée et qu'il satisfait une loi limite gaussienne (théorème BV).La 
onje
ture (G) est lié au 
oût N . Le paramètre N admet 
omme forme alternative
N =

p∑

i=1

(
∑

j<i

θi) · lg(mi + xi).Notons la similtude ave
 le 
oût N pour les polyn�mes (théorème 11 page 42). Comme le 
oût
Θ est gaussien ave
 de paramètre [O(n), O(n), O(n−1/3)], le fa
teur (

∑
j<i θi) est probablementpro
he de son espéran
e, d'ordre i. De fait, une première étape a�n de prouver que N est gaussien,est de prouver que les versions lissées, obtenues en remplaçant les θi par une 
onstante, et donnéespar

N (v) =

p∑

i=1

lgwi, N̂ (v) =

p∑

i=1

lg vi ouN (m) =

p∑

i=1

i · ℓ(mi)sont asymptotiquement gaussien. Comme N̂ (v) = N (v) + p lg vp, il est su�sant d'étudier N (v) et
N (m) (
ar Vn[p lg vp] = O(n2)). Nous ne savons pas prouver 
es lois limites gaussiennes, maisnous avons a

ès à des formes alternatives pour les séries génératri
es asso
iées. Notre première
onje
ture (G) est la suivante.Conje
ture (G). Les 
oûts N (v) et N (m) admettent des lois limites gaussiennes.3.2.3.2 Conje
ture (C) et varian
e de BMême si la première 
onje
ture est démontrée, elle ne donne pas une estimation de la varian
ede B (ou A). La 
onje
ture (C) traite dire
tement de la 
onstante dominante de Vn[B] et veutla relier ave
 
elle de Vn[E]. Dans le 
as polynomial, nous savons que Vn[B] ∼ Vn[E]/3, et noussupposons que la même relation existe sur les entiers. Il n'est pas fa
ile d'utiliser le paramètre
N pour montrer 
ette relation. Cependant, les paramètres A et A sont plus fa
iles à manipuler.De plus nous disposons des relations suivantes

Vn[B] = Vn[A] +O(n2) et Vn[D] = Vn[A+A] +O(n2).A 
ela, s'ajoute la proposition suivante.Proposition 6 Les varian
es Vn[A] et Vn[A] sont équivalentes et satisfont Vn[A] = Vn[A] +
O(n2).Preuve. Pour 
omparer la varian
e de A et A, le 
oût Â dé�ni par

Â(v0, v1) :=

p∑

i=1

ℓ(mi) · lg si 67



Chapitre 3. Le 
as des entierssera utile. En fait, A et Â sont étroitement liés via l'opération miroir, que nous dé
rivons main-tenant. A un élément h = h1 ◦ . . . ◦ hp de H⋆, nous asso
ions son mirroir ĥ, qui est formé desmêmes bran
hes inverses mais dans l'ordre opposé, ĥ = hp ◦ . . .◦h1. Alors, h(0) et ĥ(0) sont deuxrationnels ave
 le même dénominateur et nous notons par un 
hapeau l'opération miroir induitesur les pairs (u, v) d'entiers premiers entre eux. Maintenant, Â est le miroir de A : 
ela signi�eque Â(v0, v1) = A( ˆv0, v1) et 
ela implique les égalités En[A] = En[Â] et Vn[A] = Vn[Â].D'un autre 
oté, nous avons Â − A =
∑p

i=1 d
(2)
i soit Vn[Â − A] = O(n2). Si les varian
es de Âet A sont d'ordre Θ(n3), 
ela implique Vn[A] = Vn[Â](1 + O(n−1)). Sinon, les varian
es sontd'ordre au plus quadratique et nous avons toujours la relation

Vn[A] = Vn[Â] +O(n2).Ce
i termine la preuve.La proposition entraine immédiatement les égalités
4Vn[A] = 2Vn[A] + 2Vn[A] +O(n2) = Vn[A+A] + Vn[A−A] +O(n2)et en parti
ulier, nous obtenons

12(Vn[B] − 1

3
Vn[E]) = Vn[A+A] − 3Vn[A−A] +O(n2).La 
onje
ture (C) suivante est équivalente à l'assertion Vn[B] ∼ (1/3)Vn[E].Conje
ture (C). La varian
e Vn[A] est non nulle et les deux termes 3Vn[A−A] et Vn[A+A]ont le même terme dominant d'ordre n3.3.2.4 Continuant à une fra
tion de l'exé
utionContrairement au polyn�me, l'analyse du paramètre L[δ] né
essite une dé
omposition. Pardé�nition, L[δ] est la taille binaire du 
ontinuant v⌊δp⌋. Sur les polyn�mes, la taille véri�e ℓ =

1 + deg et le degré des 
ontinuants s'exprimait simplement ave
 le degré des quotients. Sur lesentiers, la taille fait intervenir des parties entières que nous ne savons pas générer. C'est la raisonpour laquelle nous dé
omposons L[δ] de manière à les faire disparaître.Proposition 7 (Dé
omposition de L[δ]) Le paramètre L[δ] se dé
ompose en L[δ] = L̃[δ] + Y6ave
 L̃[δ] et Y6 les paramètres
L̃[δ](v0, v1) = log v⌊δp⌋, Y6(v0, v1) = 1 − {log v⌊δp⌋}.

Y6 est borné par 1 soit l'espéran
e et la varian
e asso
iées sont d'ordre 
onstant. Pour démontrerle théorème 5, il su�t que L̃[δ] suit une loi limite gaussienne d'espéran
e et de varian
e identiquesà 
elles données dans le théorème.3.2.5 Algorithmes interrompusAve
 le prin
ipe de dé
omposition, l'analyse des 
omplexités binaires des algorithmes d'Eu-
lide 
lassique et étendu se résume à l'analyse de trois familles de 
oûts : les 
oûts à 
roissan
eintermédiaire, les 
oûts terminaux et les 
oûts A et A. Pour la 
omplexité binaire de KS , il su�td'établir le théorème 6 qui, 
ombiné ave
 la proposition 1, implique le théorème 7 qui lui mêmesu�t à démontrer le résultat �nal sur la 
omplexité binaire de HGα (théorème 8).68



3.3. Séries génératri
esLe théorème 6 met en jeu des évènements du type [P<γ,δ] > i] ou [P<γ,δ] ≤ i]. L'algorithme
E<γ,δ] s'arrête dès que le reste v⌊γP ⌋+i satisfait ℓ(v⌊γP ⌋+i) ≤ ℓ(v⌊γP ⌋) − δn. En parti
ulier, lesévènements pré
édents satisfont

[P<γ,δ] > i] ⊂
[

4v⌊γP ⌋+i

v⌊γP ⌋ · v−δ
0

> 1

]
, [P<γ,δ] ≤ i] ⊂

[
v⌊γP ⌋+i

2v⌊γP ⌋ · v−δ
0

> 1

]et l'inégalité de Markov entraîne
Pn [P<γ,δ] > i] ≤ En



(

4v⌊γP ⌋+i

v⌊γP ⌋ · v−δ
0

)2w

 , ∀w > 0, (3.11)

Pn [P<γ,δ] ≤ i] ≤ En



(

v⌊γP ⌋+i

2v⌊γP ⌋ · v−δ
0

)2w

 , ∀w < 0. (3.12)Dans notre 
as, l'entier i est rempla
é par ⌊(δ + ǫ)P ⌋ et les relations 3.11 et 3.12 montrent quel'étude des évènements initiaux se ramène à l'analyse de l'espéran
e de la variable M2w ave
 Mdonné par

M(v0, v1) =
v⌊γP ⌋+⌊δ′P ⌋

v⌊γP ⌋ · v−δ′+ǫ
0

, et δ′ = δ + ǫ. (3.13)Nous venons de ramener l'étude des deux premiers résultats du théorème 6 à l'analyse en moyennedu paramètre M . Il nous faut maintenant traiter les évènements [ℓ<γ,δ> ≥ (δ+ ǫ)n] et [ℓ<γ,δ> ≤
(δ + ǫ)n]. La relation matri
ielle 1.4 montre que la taille de la matri
e produite par E<γ,δ>satisfait |ℓ<γ,δ> − ℓ(v⌊γP ⌋+⌊δP ⌋)+ ℓ(v⌊γP ⌋)| ≤ 2. Nous sommes don
 ramener à étudier les mêmesévènements que pré
édemment.3.2.6 État d'avan
ement de l'analyseA la �n de 
haque étape des analyses nous ferons un petit ré
apitulatif 
omme 
elui-
i.Cette première se
tion 
orrespondait à la première étape d'une analyse dynamique. Nous avons
onstruit un système dynamique asso
ié à l'algorithme d'Eu
lide sur les entiers. A partir desbran
hes inverses de 
e système dynamique, nous avons proposé des dé
ompositions pour les
ontinuants et les 
omplexités binaires a�n de ramener leurs analyses à des paramètres plussimples. Nous avons aussi réduit l'analyse des algorithmes interrompus à un paramètre M . Pourétablir tous les résultats, nous devons don
 analyser le paramètre M , mais aussi les 
oûts additifsà 
roissan
e intermédiaire, les 
oûts terminaux, le paramètre L̃[δ] et les 
oûts A et A.3.3 Séries génératri
esLa deuxième étape d'une analyse dynamique asso
ie à 
haque série génératri
e une expressionalternative en fon
tion d'opérateurs. Nous avons vu que les 
ontinuants s'expriment naturelle-ment en fon
tion des dénominateurs des bran
hes inverses (voir formules 3.3 et 3.4). Les sériesgénératri
es de Diri
hlet sont alors plus adaptées pour les analyses. Nous 
ommençons 
ette se
-tion ave
 une des
ription des séries génératri
es de Diri
hlet. Nous introduisons ensuite l'outil
lassique des systèmes dynamiques, à savoir les opérateurs de transfert. La se
tion 3.3.3 dé
rit lesdi
tionnaires sur les opérateurs et toutes les se
tions suivantes traitent des formules alternativesdes séries en fon
tion des opérateurs. 69



Chapitre 3. Le 
as des entiers3.3.1 Séries génératri
es de Diri
hletNous �xons R un paramètre sur Ω = ∪nΩn. La série génératri
e bivariée (de Diri
hlet)asso
iée à R est dé�nie par
SR(s,w) =

∑

(u,v)∈Ω

ewR(u,v)

us
,où la variable s marque l'entrée et la variable w est liée à la valeur du paramètre. Si rn(w) désignela somme 
umulée des ewR(u,v) ave
 u = n, la série bivariée s'é
rit sous la forme d'une vrai sériede Diri
hlet

SR(s,w) =
∑

n≥1

rn(w)

ns
, rn(w) =

∑

(n,v)∈Ω

ewR(n,v).La série S[k]
R du moment d'ordre k est dé�nie 
omme la dérivée ke par rapport à w de SR(s,w)en w = 0,

S
[k]
R (s) :=

dkSR

dk
w

(z, 0) =
∑

(u,v)∈Ω

R(u, v)k

us
.Comme la série bivariée, si r[k]

n désigne la somme 
umulée des R(u, v)k ave
 u = n, S[k]
R s'é
ritsous la forme d'une vrai série de Diri
hlet

S
[k]
R (s) =

∑

n≥1

r
[k]
n

ns
, r[k]

n =
∑

(n,v)∈Ω

R(n, v)k.Comme pour les séries ordinaires, la série du moment d'ordre k est adaptée à l'analyse du kemoment En[Rk] de R. L'ensemble Ωn regroupe toutes les entrées de taille n, 
'est à dire l'ensembledes 
ouples d'entiers (u, v) ave
 u > v et ℓ(u) = n. Mais
ℓ(u) = n équivaut à 2n−1 ≤ u ≤ 2n − 1.La probabilité sur Ωn étant uniforme, le ke moment satisfait

En[Rk] :=
ψ

[k]
n

|Ωn|
ave
 ψn =

2n−1∑

u=2n−1

r[k]
u =

2n−1∑

u=2n−1

[u−s]S
[k]
R (s).I
i [u−s]f signi�e i
i le 
oe�
ient de u−s dans f .De manière analogue au moment d'ordre k, la série des moments s'exprime en fon
tion des
oe�
ients de la série bivariée,

En[ewR] =
ψn(w)

|Ωn|
ave
 ψn =

2n−1∑

u=2n−1

ru(w) =

2n−1∑

u=2n−1

[u−s]SR(s,w).Contrairement aux séries ordinaires, nous sommes amenés à extraire plusieurs 
oe�
ients enmême temps. Il existe deux types d'extra
teurs pour les séries de Diri
hlet : les théorèmes tau-bériens qui ne donnent pas de terme d'erreur, et la formule de Perron qui donne des termesd'erreurs. Les termes d'erreurs sont importants dans nos analyses, surtout pour les varian
eset les lois limites gaussiennes. Nous utiliserons don
 la formule de Perron. En 
ontrepartie, laformule de Perron né
essite des informations plus fortes sur les p�les de la série. Nous abordons
e problème dans la se
tion 3.5.70



3.3. Séries génératri
es3.3.2 Opérateurs de transfertUn sujet d'étude prin
ipal en théorie des systèmes dynamiques est l'étude des traje
toires d'unpoint x sous l'a
tion de la fon
tion de dé
alage. Pour les algorithmes d'Eu
lide, nous sommesintéressés par des traje
toires parti
ulières, 
elles des rationnels. Ces traje
toires ren
ontrenttoutes 0 et ne semblent pas du tout typiques. Mais nous allons les 
omparer aux traje
toiresplus génériques. Le 
omportement des traje
toires génériques d'un système dynamique est dé
ritpar l'évolution des densités. L'ensemble I est muni d'une densité initiale f = f0 et 
haqueitération de T modi�e 
ette densité. Les densités su

essives f1, f2, . . . dé
rivent l'évolutionglobale du système. Il existe un opérateur, appelé transformateur de densité ou opérateur dePerron-Frobenius, qui véri�e G[fn] = fn+1 et plus généralement fn = Gn[f0]. Pour le systèmedynamique des fra
tions 
ontinues, 
et opérateur est dé�ni par
G[f ](x) :=

∑

h∈H

|h′(x)| · f ◦ h(x) =
∑

m≥1

1

(m+ x)2
· f(

1

m+ x
).Il est très utile d'ajouter un paramètre supplémentaire s a�n de générer les séries de Diri
hlet.Cela dé�nit l'opérateur de transfert Gs (où opérateur de Ruelle [Rue78℄),

Gs[f ](x) :=
∑

h∈H

|h′(x)|s · f ◦ h(x) =
∑

m≥1

1

(m+ x)2s
· f(

1

m+ x
).Nous 
onsidérons également une dernière généralisation de l'opérateur de transfert a�n de traiterles 
oûts relatifs à un 
oût élémentaire c. L'opérateur de transfert pondéré Gs,w,[c] relatif au 
oût

c est
Gs,w,[c][f ](x) =

∑

h∈H

ewc(h)|h′(x)|s · f ◦ h(x) =
∑

m≥1

ewc(m)

(m+ x)2s
· f(

1

m+ x
).Dans 
ette dé�nition, nous identi�ons le 
oût c(m) pour un entier m, ave
 le 
oût c(h[m]) sur labran
he inverse asso
iée à m. Pour w = 0, l'opérateur pondéré est l'opérateur de transfert quine dépend pas du 
oût élémentaire c. Maintenant, si c est étendu par additivité à l'ensemble desbran
hes inverses H⋆, le ne itéré de Gs,w,[c] et le quasi-inverse (I − Gs,w,[c])

−1 véri�ent
Gn

s,w,[c][f ] =
∑

h∈Hn

ewc(h)|h′(x)|s · f ◦ h(x),

(I − Gs,w,[c])
−1 =

∑

h∈H⋆

ewc(h)|h′(x)|s · f ◦ h(x).Nous terminons ave
 l'opérateur du premier moment G
[c]
s asso
ié au paramètre c, dé�ni 
ommela dérivée par rapport à w en 0 de l'opérateur pondéré Gs,w,[c],

G[c]
s [f ] :=

(
d

dw
Gs,w,[c][f ]

)
|w=0 =

∑

h∈Hn

c(h)|h′(x)|s · f ◦ h(x).Tous les opérateurs pré
édents s'expriment sur l'ensemble de bran
he inverses H. Il est bienentendu possible d'étendre 
es dé�nitions à un sous ensemble de H. Par exemple pour l'ensemble
F , l'opérateur pondéré Fs,w,[c] asso
ié s'é
rit

Fs,w,[c][f ] :=
∑

h∈F

ewc(h)|h′(x)|s · f ◦ h(x). 71



Chapitre 3. Le 
as des entiers3.3.3 Di
tionnaire sur les opérateursPour i = 1, 2, 3, Hi désigne un ensemble de bran
hes inverses muni d'un paramètre ci sur 
esbran
hes inverses. Il existe un di
tionnaire sur les opérateurs qui est similaire à 
elui des sériesordinaires.Union disjointe. Si H1 est l'union disjointe H2 ∪ H3 ou l'union est disjointe et si le paramètre
R1 véri�e

R1 = 1H2R2 + 1H3R3alors les opérateurs de transfert sur sur H1 s'é
rivent
Gs,w,[c1] = Gs,w,[c2] + Gs,w,[c3], G[c1]

s = G[c2]
s + G[c3]

s .Comme sur les polyn�mes, une union disjointe se traduit par une somme sur les opérateurs.Produit 
artésien. Si H1 = H2H3 où les éléments de H2H3 sont de la forme h2 ◦ h3 ave
 hi ∈ Hiet si les 
oûts primitifs ci sur Hi véri�ent c1 = c2 + c3, alors
Gs,w,[c1] = Gs,w, [c3] ◦Gs,w,[c2].Notons i
i l'inversion de l'ordre des opérateurs par rapport à l'ordre de 
omposition des bran
hes.Le produit 
artésien ave
 des 
oûts additifs se traduit par une 
omposition des opérateurs pondé-rés. Pour des 
oûts multipli
atifs, le produit 
artésien entraîne également une 
omposition maisdes opérateurs du premier moment. Si c1 = c2 · c3, alors

G[c1]
s = G[c3]

s ◦G[c2]
s .Bien entendu, 
es relations sont à rappro
her ave
 
elles obtenues sur les séries génératri
esordinaires (voir �gure 2.1). Un prin
ipe général apparaît : le produit sur les séries ordinaires estrempla
é par une 
omposition sur les opérateurs.Suites �nies. Si H1 = H⋆

2 et si les 
oûts primitifs sont additifs, i.e.,
c1(h) = c2(h1) + . . .+ c2(hp), dès que h = h1 ◦ . . . ◦ hp,alors les opérateurs pondérés véri�ent

Gs,w,[c1] = (I − Gs,w,[c2])
−1.De même, si les 
oûts sont multipli
atifs, i.e.,

c1(h) = c2(h1) × . . .× c2(hp), dès que h = h1 ◦ . . . ◦ hp,alors les opérateurs du premier moment véri�ent
G[c1]

s = (I − G[c2]
s )−1.Sur les polyn�mes, les suites �nies 
onduisaient également à des quasi-inverses. La �gure 3.2résume 
es dé
ompositions.
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3.3. Séries génératri
es
H1 
oût c1 opérateur

H2 ∪H3 c1 = c2 ou c3 Gs,w,[c1] = Gs,w, [c3] + Gs,w,[c2]

H2H3 c1 = c2 · c3 G[c1]
s = G[c3]

s ◦G[c2]
s

c1 = c2 + c3 Gs,w,[c1] = Gs,w,[c3] ◦Gs,w,[c2]

H⋆
2 c1 = c2 × . . . × c2 G[c1]

s = (I − G[c2]
s )−1

c1 = c2 + . . . + c2 Gs,w,[c1] = (I − Gs,w,[c2])
−1Fig. 3.2 � Di
tionnaire pour les opérateurs de transfert3.3.4 Développements propre et impropresNous avons vu que l'algorithme d'Eu
lide 
onstruit, sur une entrée (u, v), le développementen fra
tion du rationnel v/u. Ce développement est dit propre puisque le dernier quotient est par
onstru
tion di�érent de 1. Il existe également un développemnt impropre où le dernier quotientest 1. Plus pré
isément, si v/u = h[m1] ◦ . . . ◦ h[mp](0) est le développement propre (mp > 1),alors le développement impropre est donné par v/u = h[m1] ◦ . . . ◦ h[mp−1] ◦ h[mp−1] ◦ h[1](0), oué
rit autrement

v

u
=

1

m1 +
1

m1 +
1. . .

mp−1 +
1

mp

=
1

m1 +
1

m1 +
1. . .

mp−1 +
1

mp − 1 +
1

1

.

Tous les 
oûts que nous utilisons s'étendent naturellement au développement impropre et aulieu de ne 
onsidérer que le développment propre, nous 
onsidèrerons dans la suite les deuxdéveloppements. Cela a deux 
onséquen
es. Tout d'abord, au lieu de travailler sur l'ensemble
Ω = (H0+H⋆F)×N⋆, nous travaillons sur l'ensemble Ω̃ = H⋆×N⋆. Ensuite, pour tout paramètre
X que nous avons dé�ni auparavant, nous n'étudions plus X mais son extension X̃ à Ω̃. En fait,nous pouvons montrer que pour tous les 
oûts qui nous intéressent, le 
hangement d'espa
eprobabiliste et de paramètre n'in�uen
e en rien les résultats annon
és. Les résultats annon
éssur X sont également vraix pour X̃ et ré
iproquement, les résultats démontrés pour X̃ sontégalement vrai pour X.Fixons X un paramètre sur Ω et X̃ un prolongement de X sur Ω̃. Pour tout élément x de Ω,l'élément impropre de Ω̃ asso
ié à x est noté x̃. Alors, le premier moment de X satisfait

En[X] = Ẽn[X̃ ] +
1

2|Ωn|
∑

x∈Ωn

X̃(x̃) −X(x).Nous somme don
 amené à étudier le paramètre X̃(x̃) −X(x) sur Ωn.Dans le 
as où X est un 
oût additif asso
ié au 
oût primitif c, nous avons
X̃(x̃) = c(mp − 1) + c(1) +

p−1∑

i=1

c(mi)ave
 (m1, . . . ,mp) les quotients du développement propre asso
ié à l'entrée x. En parti
ulier
X̃(x̃) − X(x) = c(mp − 1) + c(1) − c(mp) qui a un premier moment d'ordre 
onstant (
ela73



Chapitre 3. Le 
as des entiersse démontre 
omme les 
oûts terminaux). Ce paramètre n'intervient don
 pas dans le termedominant.Il en sera de même pour tous les paramètres abordés. L'erreur 
ommise en 
onsidérant le 
oûtsur Ω̃ n'aura au
une in
iden
e sur les termes étudiés. En revan
he, 
onsidérer Ω̃ simpli�e lesnotations puisque l'on évite le 
as parti
ulier du dernier quotient (qui doit être di�érent de 1).3.3.5 Série pour les 
oûts additifsNous relions maintenant les séries génératri
es ave
 les opérateurs de transfert en utilisantles di
tionnaires.Nous �xons un 
oût primitif c et C le 
oût additif asso
ié. Comme Ω̃ est en bije
tion ave

H⋆ ×N⋆, à un 
ouple (u, v) 
orrespond une unique bran
he inverse h de H⋆ et son pg
d d ∈ N⋆.Ave
 la relation 3.3, l'entier u véri�e u = d|h′(0)|−1/2. Par dé�nition, le 
oût additif C ne faitpas intervenir le pg
d. Nous posons alors C(u, v) = C(h) ave
 h la bran
he inverse asso
iée à
(u, v). La série génératri
e bivariée de C devient

S(2s,w) =
∑

(u,v)∈Ω

ewC(u,v)

us
=
∑

d≥1

∑

h∈H⋆

ewC(h)

d2s
|h′(0)|s = ζ(2s)(I −Gs,w,[c])

−1[1](0), (3.14)où ζ est la fon
tion ζ de Riemann.Notre obje
tif est d'étudier la varian
e des 
oûts additifs à 
roissan
e intermédiaire. Pour 
ela,il faut analyser les deux premiers moments. Les séries des moments d'ordre 1 et 2 s'obtiennenten dérivant une ou deux fois par rapport à w la série S(s,w). La dérivation d'un quasi-inverseest formellement dé�nie par
d

dw
(I −Gs,w,[c])

−1 = (I − Gs,w,[c])
−1 ◦

(
d

dw
Gs,w,[c]

)
◦ (I − Gs,w,[c])

−1Après dérivations, nous obtenons la proposition suivante.Proposition 8 Les séries des deux premiers moments d'un 
oût additif C, asso
ié au 
oût élé-mentaire c sont données par
S[1](2s) = ζ(2s)(I − Gs)

−1 ◦G[c]
s ◦ (I − Gs)

−1[1](0),

S[2](2s) = ζ(2s)(I − Gs)
−1 ◦ G[c]

s ◦ (I − Gs)
−1[1](0)

+2ζ(2s) ◦ (I − Gs)
−1 ◦ G[c]

s ◦ (I − Gs)
−1 ◦G[c]

s ◦ (I − Gs)
−1[1](0)Nous verrons par la suite que 
haque quasi-inverse admet un p�le simple en s = 1. En parti
ulier,la série du premier moment admet un p�le double en s = 2 
e qui donne une asymptotique linéairedu premier moment. De même, la série du se
ond moment s'exprime ave
 trois quasi-inverses etadmet un p�le triple en s = 2 
e qui implique une asymptotique quadratique du se
ond moment.La se
tion 3.4 dé
rit pré
isément les propriétés analytiques de 
es séries.3.3.6 Série pour les 
oûts terminauxLes 
oûts terminaux s'expriment de manière polynomiale en ℓ(mp) et ℓ(vp) et si p = 0, alors ilssont nuls. Nous notons W le 
oût terminal W (v0, v1) = ℓ(mp)+ ℓ(vp). Si T est un 
oût terminal,alors il existe k tel que T = O(W k). Les moments d'un 
oût terminal sont d'ordre 
onstant si et74
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esseulement si tous les moments de W sont d'ordres 
onstants. Puisque W est additif en la tailledu pg
d et du dernier quotient, la stratégie employée ave
 les 
oûts additifs s'applique et nousobtenons la proposition suivante.Proposition 9 La série de Diri
hlet bivariée W admet une expression alternative en fon
tiondes opérateurs de la forme
SW (2s,w) = ζ(2s) + ζ(2s,w, [ℓ])Gs,w,[ℓ] ◦ (I − Gs)

−1[1](0)où ζ(s) est la fon
tion ζ de Riemann et ζ(2s,w, [ℓ]) est la fon
tion ζ pondérée
ζ(2s,w, [ℓ]) =

∑

d≥1

ewℓ(d)

d2s
.La série du moment d'ordre k s'obtient en dérivant k fois par rapport à w et véri�e

S
[k]
W (2s) =

(
dk

dwk
(ζ(2s,w, [ℓ])Gs,w,[ℓ])|w=0

)
◦ (I − Gs)

−1[1](0)Comme les séries de tous les moments font intervenir un unique quasi-inverse, elles admettentun unique p�le simple dominant en s = 2 
e qui entraîne que les moments sont tous d'ordre
onstant. Les propriétés analytiques seront exposées pré
isément à la se
tion 3.4.3.3.7 Série pour le 
ontinuant à une fra
tion de l'exé
utionNous nous intéressons maintenant au 
oût L̃[δ] dé�ni pour un rationnel δ par
L̃[δ](v0, v1) = log v⌊δp⌋.Nous souhaitons montrer que 
e paramètre suit une loi normale ave
 les mêmes moments que leparamètre L[δ] (
f. théorème 5).Soit h la bran
he inverse de profondeur p asso
iée à une entrée (v0, v1) et d le pg
d. La bran
he

h peut s'é
rire sous la forme h = hb ◦ he où he est la bran
he de �n e⌊δp⌋(h). Nous avons alors larelation,
e2w log v⌊δp⌋

v2s
0

=
v2w
⌊δp⌋

v2s
0

=
1

d2s−2w
|h′(0)|s|h′e(0)|−w. (3.15)où d est le pg
d de (v0, v1). La bran
he he est une bran
he inverse de profondeur p − ⌊δp⌋appartenant à l'ensemble Hp−1−⌊δp⌋F . Si Gs,h désigne l'opérateur 
omposante asso
iée à h, i.e.,

Gs,h[f ] = |h′|sf ◦ h,alors l'égalité 3.15 devient,
e2w log v⌊δp⌋

v2s
0

=
1

d2s−2w
Gs−w,he ◦ Gs,hb

[1](0).En sommant sur tous les pg
d possibles, sur toutes les profondeurs p et toutes les bran
hes heet hb possibles, la série génératri
e des moments de L̃[δ] satisfait
SL̃[δ](2s, 2w) = ζ(2s− 2w)

∑

p≥0

G
p−⌊δp⌋
s−w ◦ G⌊δp⌋

s [1](0). 75



Chapitre 3. Le 
as des entiersNous pourrions nous 
ontenter de 
ette formule mais elle admet une forme plus simple si lerationnel δ est é
rit sous la forme δ = c/(c + d). Dans 
e 
as, tout entier p s'é
rit sous la forme
p = k(c + d) + r ave
 0 ≤ r < c + d. La proposition suivante s'obtient en remplaçant la sommesur p par une somme sur k et r.Proposition 10 La série de Diri
hlet bivariée asso
iée au paramètre L̃[δ] admet la formule al-ternative

SL[δ](2s, 2w) = ζ(2s− 2w)
c+d−1∑

r=0

G
r−⌊δr⌋
s−w ◦ Gs,w ◦ G⌊δr⌋

s [1](0)ave
 Gs,w le pseudo-quasi-inverse
Gs,w =

∑

k≥0

Gkd
s−w ◦ Gkc

s .Le terme de pseudo quasi-inverse vient du fait que pour w = 0, on retrouve le vrai quasi-inverse. Si Gs−w et Gs 
ommutaient, là en
ore nous aurions un véritable quasi-inverse. Ce n'estmalheureusement pas le 
as. Toutefois, on s'attend à 
e que le pseudo quasi-inverse admette lesmêmes propriétés analytiques que le quasi-inverse. En parti
ulier, nous verrons qu'ils apportentaussi un unique p�le dominant.Remarquons que sur les polyn�mes, les séries génératri
es G(zew) et G(z) 
ommutent, 
e quia 
onduit à un vrai quasi-inverse (
f. formule 2.8).3.3.8 Série pour MA la se
tion 3.2.5, nous avons montré 
omment le théorème 6 se ramène à l'analyse enmoyenne du paramètre M2w ave

M(v0, v1) =

v⌊γp⌋+⌊δp⌋

v⌊γp⌋ · v−δ+ǫ
0

.Dans la situation de la se
tion pré
édente, les bran
hes inverses étaient 
oupées en deux 
arseul le reste v⌊γp⌋ était abordé (outre v0). Cette fois, deux 
ontinuants sont à traiter : v⌊γp⌋ et
v⌊γp⌋+⌊δp⌋. Les bran
hes inverses sont alors dé
omposées en trois parties.Fixons (v0, v1) une entrée de Ω sur laquelle l'algorithme d'Eu
lide 
lassique e�e
tue p di-visions. Il existe une unique bran
he inverse h et un unique entier positif d asso
iés à (v0, v1).La bran
he h se dé
ompose en trois bran
hes g, r, k de profondeurs respe
tives ⌊γp⌋, ⌊δp⌋ et
p− ⌊γp⌋ − ⌊δp⌋ et telles que h = g ◦ r ◦ k. De plus, les 
ontinuants satisfont

(g ◦ r ◦ k)′(0) = v−2
0 , (r ◦ k)′(0) = v−2

⌊γp⌋, k′(0) = v−2
⌊γp⌋+⌊δp⌋.Le terme général de la série du premier moment de M2w s'é
rit alors

M2w(v0, v1)

v2s
0

=
1

d2s−
·

v2w
⌊γp⌋+⌊δp⌋

v2w
⌊γp⌋

· v2s−2(δ−ǫ)w
0

= k′(0)s
− · r′[k(0)]s+ · g′[r ◦ k(0)]s− ,ave
 s− := s − (δ − ǫ)w, s+ := s + (1 − δ + ǫ)w. La proposition suivante s'obtient en sommantsur toutes les bran
hes g, r, k et sur tous les pg
d d.76



3.3. Séries génératri
esProposition 11 La série S[1]
M du premier moment de M s'é
rit S[1]

M (2s) = ζ(2s−)Hs,w[1](0) ave

Hs,w le pseudo quasi-inverse

Hs,w =
∑

p≥0

G
p−⌊γp⌋−⌊δp⌋
s−

◦ G
⌊δp⌋
s+ ◦ G

⌊γp⌋
s−

.Pour w = 0, nous obtenons un vrai quasi-inverse. Les propriétés analytiques de H sont pro
hesde 
elles de G. Toutefois, l'analyse pour G se fait ave
 un rationnel 
onstant 
ontrairement à
elle de H où nous imposerons des rationnels ave
 de grands dénominateurs.3.3.9 Séries pour A − A et 
onje
ture (C)I
i, il n'est pas possible d'obtenir une expression alternative pour la série génératri
e bivariée
SR(s,w) (R = A ou A), mais 
'est possible pour les séries S[i]

R (s) ave
 i = 1, 2.Nous dé�nissons d'abord la notation �
ro
het� qui sera très utile dans 
ette se
tion.Dé�nition 5 Considérons l'algèbre A générée par les deux opérateurs suivants : la dérivation parrapport à s, notée ∆, et l'opération de pondération, notée par W[c] qui pondère 
haque 
omposanted'un opérateur de transfert ave
 le 
oût c(h). Par exemple, W[c]Gs = G
[c]
s . Fixons k éléments

A1, A2, . . . , Ak de A. La fon
tion [A1, A2, . . . , Ak](s) est la fon
tion de variable s égale à
ζ(2s)(I − Gs)

−1 ◦ A1Gs ◦ (I − Gs)
−1 ◦A2Gs ◦ . . . ◦ AkGs ◦ (I − Gs)

−1[1](0)Un 
ro
het 
ontenant k éléments est dit d'ordre k.En parti
ulier, les séries génératri
es d'un 
oût additif C se simpli�ent en
S

[1]
C = [W ], S

[2]
C = [W 2] + 2[W,W ].Nous étudions maintenant la 
onje
ture (C) et nous obtenons une expression pré
ise de la sériede Diri
hlet S[2]

A−Ā
.Proposition 12 La partie S̃[2]

A−Ā
de la série S[2]

A−Ā
qui fait seulement intervenir tous les 
ro
hetsd'ordre au moins 3 peut être é
rit 
omme la somme de deux séries Γ1(s) (qui s'exprime ave
 tousles 
ro
hets d'ordre 4), et Γ2(s) (qui s'exprime ave
 tous les 
ro
hets d'ordre 3), où

Γ1(s) := [∆,∆,W,W ] + [W,W,∆,∆] − [W,∆,∆,W ] − [∆,W,W,∆],et
2Γ2(s) = [∆,∆,W 2]+[W 2,∆,∆]− [∆,W 2,∆]+[∆2,W,W ]+[W,W,∆2]− [W,∆2,W ]+

+[∆,∆W,W ] + [W,∆W,∆] − [∆,W,∆W ] − [W,∆,∆W ] − [∆W,∆,W ] − [∆W,W,∆]Preuve. Nous 
ommençons ave
 le premier moment, puis nous traitons le moment d'ordre 2.Moments d'ordre 1. Nous étudions d'abord les 
oûts élémentaires [ℓ(mi) ·w2w
i ], [ℓ(mi) · ā2w

i ] pourun petit w. Les séries de Diri
hlet 
orrespondantes sont
ζ(2s) ·

∑

p≥i

G
p−i
s−w ◦ Gs,[ℓ] ◦Gi−1

s [1](0), ζ(2s) ·
∑

p≥i

Gp−i
s ◦Gs,[ℓ] ◦ Gi−1

s−w[1](0). 77



Chapitre 3. Le 
as des entiersMaintenant, les séries de Diri
hlet (2 log 2)S
[1]
A (s), (2 log 2)S

[1]

Ā
(s), sont obtenues en prenant lasomme sur tous les indi
es i entre 1 et p, et en prenant la dérivée par rapport à w (en w = 0).Après la première étape [i.e., en prenant la somme sur tous les indi
es i℄,

ζ(2s) (I − Gs−w)−1 ◦ G[ℓ]
s ◦ (I − Gs)

−1[1](0), ζ(2s) (I − Gs)
−1 ◦G[ℓ]

s ◦ (I − Gs−w)−1[1](0)et, après la deuxième étape
(2 log 2) · S[1]

A = [∆,W ], (2 log 2) · S[1]

Ā
= [W,∆] (3.16)Moments d'ordre 2. Pour les trois moments d'ordre 2, En[A2],En[Ā2],En[A · Ā], nous traitonsd'abord le 
oût élémentaire [ℓ(mi) · ℓ(mj) · u2w

i · uj
2t], pour uk ∈ {vk, āk} et des indi
es �xes i, jave
 1 ≤ i, j ≤ p. Il y a deux 
as, i = j et i 6= j. Tout d'abord, nous prenons la somme surtoutes les paires i, j ave
 i, j entre 1 et p et tous les p possibles. Nous obtenons une expressionalternative pour la série de Diri
hlet 
orrespondante (première étape) et ensuite, nous prenons ladérivée par rapport à t, w, en w = 0, t = 0 (deuxième étape). Nous obtenons la série de Diri
hletave
 un fa
teur multipli
atif de 4 log2 2.Comme nous sommes intéressés uniquement par les deux termes dominants dans l'asymp-totique, nous n'avons pas besoin des termes ave
 moins trois quasi-inverses (il y en a 5 aumaximum). La série de Diri
hlet qui prend en 
ompte uniquement les 
ro
hets d'ordre au moins3 seront notées ave
 un tilde.Coût A2. La série de Diri
hlet pour le 
oût élémentaire [ℓ(mi) · ℓ(mj) · v2w

i · vj
2t] ave
 j > isatisfait ∑

p≥j

G
p−j
s−w−t ◦ G

[ℓ]
s−w ◦ G

j−i−1
s−w ◦ G[ℓ]

s ◦ Gi−1
s [1](0),soit après la première étape pour i 6= j,

2(I − Gs−w−t)
−1 ◦G

[ℓ]
s−w ◦ (I − Gs−w)−1 ◦ G[ℓ]

s ◦ (I − Gs)
−1,et �nalement après la deuxième étape

4[∆,∆,W,W ] + 2[∆,W,∆,W ] + 2[∆2,W,W ] + 2[∆,∆W,W ].Ensuite, pour i = j, les mêmes idées s'appliquent ave
 l'opérateur
(I − Gs−w)−1 ◦G[ℓ2]

s ◦ (I − Gs)
−1ave
 deux dérivations su

essives par rapport à w (en w = 0). Cela 
onduit au terme 2[∆,∆,W 2].Finalement, la séries ave
 uniquement les 
ro
hets d'ordres 3 et 4 véri�e

(2 log2 2) · S̃[2]
A = 2[∆,∆,W,W ] + [∆,W,∆,W ] + [∆2,W,W ] + [∆,∆W,W ] + [∆,∆,W 2]. (3.17)Coût Ā2. Nous 
ommençons ave
 le 
oût élémentaire [ℓ(mi) · ℓ(mj) · s̄2w

i · s̄j
2t], et, pour j > i,nous obtenons ∑

p≥j

Gp−j
s ◦G[ℓ]

s ◦ G
j−i−1
s−w ◦G[ℓ]

s ◦ Gi−1
s−w−t[1](η).Ensuite, nous prenons la somme sur toutes les paires i, j ave
 i 6= j et i, j entre 1 et p, et nousdérivons par rapport à t, w (en w = 0, t = 0). Nous obtenons après la première étape [pour A2℄

2(I − Gs)
−1 ◦ G[ℓ]

s ◦ (I − Gs−w)−1 ◦ G
[ℓ]
s−w ◦ (I − Gs−w−t)

−1,78
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eset après la deuxième étape,
4[W,W,∆,∆] + 2[W,∆,W,∆] + 2[W,W,∆2] + 2[W,∆W,∆].Après, pour i = j, les mêmes idées s'appliquent ave
 l'opérateur

(I − Gs)
−1 ◦G[ℓ2]

s ◦ (I − Gs−w)−1et deux dérivées su

essives par rapport à w. Le terme obtenu est alors 2[W 2,∆,∆]. Finalement,pour le 
oût Ā2,
(2 log2 2) · S̃[2]

Ā
= 2[W,W,∆,∆] + [W,∆,W,∆] + [W,W,∆2] + [W,∆W,∆] + [W 2,∆,∆]. (3.18)Coût AĀ. Nous étudions le 
oût élémentaire [ℓ(mi) · ℓ(mj) ·v2w

i · s̄j
2t], pour les trois 
as di�érents

j > i, j < i et j = i. Pour j > i, nous obtenons,
∑

p≥j

G
p−i
s−w ◦G

[ℓ]
s−w ◦G

j−i−1
s−w−t ◦ G

[ℓ]
s−t ◦ G

j−1
s−t [1](η),et après la première étape

(I − Gs−w)−1 ◦ G
[ℓ]
s−w ◦ (I − Gs−w−t)

−1 ◦G
[ℓ]
s−t ◦ (I − Gs−t)

−1[1](0).Pour j < i, nous obtenons,
∑

p≥i

G
p−i
s−w ◦G[ℓ]

s ◦Gi−j−1
s ◦ G[ℓ]

s ◦Gi−1
s−t[1](η),et après la première étape,

(I − Gs−w)−1 ◦G[ℓ]
s ◦ (I − Gs)

−1 ◦ G[ℓ]
s ◦ (I − Gs−t)

−1[1](0)Finalement, pour i = j, les mêmes idées s'appliquent à l'opérateur
(I − Gs−w)−1 ◦G[ℓ2]

s ◦ (I − Gs−t)
−1et les deux dérivées su

essives par rapport à w et t (en w, t = 0) et 
onduisent au terme

[∆,W 2,∆]. La série de Diri
hlet de AĀ ave
 les 
ro
hets d'ordre 3 ou 4 est alors,
(4 log2 2) · S̃[1]

AĀ
= 2[W,∆,∆,W ] + 2[∆,W,W,∆] + [W,∆,W,∆] + [∆,W,∆,W ]+ (3.19)

+[W,∆2,W ] + [∆,W,∆W ] + [W,∆,∆W ] + [∆W,∆,W ] + [∆W,W,∆] + [∆,W 2,∆].Ave
 une 
ombinaison des trois séries relatives à A2, Ā2, AĀ, nous obtenons le résultat de laproposition.Au passage, nous avons aussi 
al
ulé les séries génératri
es des deux premiers moments de A(formules 3.16 et 3.17). Nous rappelons que si nous montrons que l'espéran
e et la varian
e de Asont respe
tivement d'ordre quadratique et d'ordre au plus 
ubique, alors nous aurons démontréla première partie du théorème 2 sur la 
omplexité binaire 
lassique. 79



Chapitre 3. Le 
as des entiers3.3.10 Conje
ture (G)La 
onje
ture (G) suppose que les paramètres N (v) et N (m) dé�nis par
N (v) =

p∑

i=1

lgwi, etN (m) =

p∑

i=1

i · ℓ(mi)suivent une loi limite gaussienne. Nous ne savons pas démontrer 
es lois limites mais il existe desformules alternatives aux séries génératri
es bivariées asso
iées à 
es paramètres. Si S(v)(s,w) et
S(m)(s,w) sont 
es deux séries, nous avons

S(v)(2s, 2w) = ζ(2s) ·


I +

∑

p≥1

Gs−pw ◦Gs−(p−1)w ◦ . . . ◦ Gs−w


 [1](0),et

S(v)(2s, 2w) = ζ(2s) ·


I +

∑

p≥1

Gs,pw ◦ Gs,(p−1)w ◦ . . . ◦ Gs,w


 [1](0)où Gs,w = Gs,w,[ℓ]. Notons que le premier opérateur Ss,w dans les premières parenthèses véri�el'équation fon
tionnelle

Ss,w = I + Ss−w,w ◦ Gs−walors que le deuxième opérateur ne semble pas avoir d'équation similaire. Les deux opérateursprésents dans les deux séries peuvent aussi être appelés des pseudo quasi-inverse. Mais nous nesommes pas parvenu à analyser leurs propriétés analytiques.3.3.11 État d'avan
ement de l'analyseNous en avons terminé ave
 la deuxième étape de l'analyse dynamique. Pour tous les para-mètres d'intérêt, 
'est à dire les 
oûts additifs, les 
oûts terminaux, le logarithme du 
ontinuantà une fra
tion de l'exé
ution (L̃[δ]), les 
oûts M , A et A, nous avons déterminé une formulealternative des séries en fon
tion des opérateurs de transfert. Ces expressions font intervenir desquasi-inverses ainsi que des pseudo quasi-inverses. Nous avons également introduit les 
ro
hetsa�n d'é
rire simplement les formes alternatives.3.4 Propriétés analytique des sériesL'étape suivante dans une analyse dynamique est l'étude des propriétés analytiques des opé-rateurs de transfert, et prin
ipalement des (pseudo) quasi-inverses. Ensuite, 
es propriétés analy-tiques sont transférées sur les séries génératri
es. L'analyse des opérateurs est une ta
he te
hniqueque nous traitons 
omplètement au pro
hain 
hapitre. Nous donnons i
i uniquement les 
onsé-quen
es de 
es analyses sur les séries.3.4.1 Propriétés US(s) et US(s, w)Une série de Diri
hlet satisfait une propriété de type US si elle admet un unique p�le dansun demi plan de la forme ℜ(s) > σ0 et si sur l'axe ℜ(s) = σ0, la série admet une borne à laDolgopyat [Dol98℄,
|f(σ0 + it)| ≤ κ · max(1, ·tξ).80



3.4. Propriétés analytique des sériesCe type de propriété est di�
ile à démontrer pour les séries génératri
es de Diri
hlet. C'est parexemple 
e qui est utilisé pour le théorème des nombres premiers. La propriété équivalente pourles séries ordinaires est d'avoir un disque 
ontenant un unique p�le, 
e qui est beau
oup plussimple à obtenir.Dé�nition 6 (Propriétés US) (i) Une série de Diri
hlet univariée f(s) satisfait la propriété
US(s) s'il existe α > 0, ξ ∈ [0, 1[, deux 
onstantes κ > 0 et t0 > 0 tels que1. f admet un unique p�le s = σ dans le demi-plan ℜ(s) > σ − α,2. sur la ligne verti
ale ℜ(s) = σ − α, la série est uniformément bornée

|f(σ − α+ it)| ≤ κ · max(1, |t|ξ), ∀t ∈ R,3. loin de l'axe réel, la série est uniformément bornée sur la bande |ℜ(s)−σ| ≤ α et |ℑ(s)| > t0,
|f(s)| ≤ κ · max(1, |t|ξ), ∀s, |ℑ(s)| > t0.(ii) Une série de Diri
hlet bivariée f(s,w) satisfait la propriété US(s,w) s'il existe un voisinage
omplexe W de w = 0, un voisinage réel Σ de la forme Σ =]σ0 − α, σ0 + α[ ave
 α > 0, des
onstante ξ ∈ [0, 1[, t0 > 0 et κ > 0 tels que1. f(s,w) admet un unique p�le simple en s = σ(w) ave
 ℜ(σ(w)) ⊂ Σ pour tout w ∈ W,2. sur la ligne verti
ale ℜ(s) = σ0 − α, la série est uniformément bornée

|f(σ0 − α+ it, w)| ≤ κ · max(1, |t|ξ), ∀t ∈ R,∀w ∈ W,3. loin de l'axe réel, la série est uniformément bornée sur la bande ℜ(s) ∈ Σ et |ℑ(s)| > t0.
|f(s,w)| ≤ κ · max(1, |t|ξ), ∀|ℑ(s)| > t0,∀w ∈ W.Outre la 
ondition sur le p�le simple, la propriété US(s,w) est plus forte que la propriété US(s)
ar la borne est uniforme sur le voisinage 
omplexe W. Au pro
hain 
hapitre, nous allons montrerque les (pseudo) quasi-inverses satisfont une propriété de type US qu'ils transmettent aux séries.La �gure suivante résume une propriété US.

unique pole dominant
dans le demi−plan

borne uniforme
sur la droite verticale

borne uniforme
loin de l’axe réel

Nous pouvons maintenant dé
rire les propriétés analytiques des séries. 81



Chapitre 3. Le 
as des entiers3.4.2 Coût additifs, 
oûts terminaux, 
oûts A et ALes séries des 
oûts additifs, des 
oûts terminaux et des 
oûts A et A ont un point 
ommun :elles font toutes intervenir le quasi-inverse (I − Gs)
−1. Or, Dolgopyat [Dol98℄ puis Baladi etVallée [BV05, BV04℄ ont montré que le quasi-inverse satisfait la propriété US(s) ave
 un p�lesimple en s = 1 (voir pro
hain 
hapitre). Cette propriété se transfère bien entendu sur les séries.Nous obtenons alors la proposition suivante.Proposition 13 (i) [
oûts additifs℄ Pour un 
oût additif à 
roissan
e intermédiaire, la série

S[i](2s) du moment d'ordre i pour i = 1, 2 (donnée par la proposition 8) satisfait la propriété
US(s) et admet un unique p�le d'ordre i+ 1 en s = 1.(ii) [
oûts terminaux℄ Pour le 
oût terminal W , la série S[k]

W (2s) (voir proposition 9) du momentd'ordre k, satisfait la propriété US(s) et admet un unique p�le simple en s = 1.(iii) [
oûts A et A℄ Les séries S[1]
A (2s), S[1]

Ā
(2s), S[2]

A (2s), S[2]

Ā
(2s), S[1]

AĀ
(2s) et S[2]

A−Ā
(2s) (voirse
tion 3.3.9) satisfont la propriété US(s) et admettent un unique p�le en s = 1 d'ordre 3 pourles séries S[1]

A (2s) et, S[1]

Ā
(2s), et d'ordre 5 pour les autres.3.4.3 Paramètre L̃[δ]La série de Diri
hlet bivariée asso
iée à L̃[δ] fait intervenir le pseudo quasi-inverse Gs,w. Pour

w = 0, le pseudo quasi-inverse est un vrai quasi-inverse. Par perturbation, on s'attend à 
e qu'ilvéri�e une propriété US(s,w) et qu'il en soit de même ave
 la série de Diri
hlet. La propriété
US(s,w) pour le pseudo quasi-inverse sera démontrée au pro
hain 
hapitre.Proposition 14 La série génératri
e bivariée S[δ](2s, 2w) satisfait la propriété US(s,w). Deplus, si s = σ(w) est l'unique p�le dominant pour ℜ(s) > σ0 et w ∈ W, alors

σ(0) = 1, σ′(0) = 1 − δ et σ′′(0) = δ(1 − δ)
Λ′′(1)

Λ′(1)
,où Λ(s) = log λ(s) ave
 λ(s) l'unique valeur propre dominante de l'opérateur Gs.3.4.4 Paramètre MContrairement au pseudo quasi-inverse Gs,w, l'opérateur Hs,w sera utilisé ave
 des rationnels

δ et γ dont le dénominateur tend vers l'in�ni. Si l'on se rappelle l'équivalent de Gs,w sur lespolyn�mes (donnée par la formule 2.8), nous avons vu qu'il admettait des p�les sous-dominantsde plus en plus pro
he du p�le dominant dès que le dénominateur grandit. Le même phénomèneapparaît ave
 les pseudo-quasi-inverses Gs,w et Hs,w. Comme l'opérateur Hs,w est utilisé ave
 desdénominateurs grands, nous devons pré
iser la 
ondition US(s,w) en donnant des informationssur l'évolution des voisinages mais aussi sur la borne à gau
he.Proposition 15 Il existe huit 
onstantes K0,K1,K2,K3,K
′
4,K

′
5,K

′
6,K

′
7 véri�ant la propriétésuivante : pour tout entier D ≥ 1, notons S la bande de la forme |ℜs − 1| ≤ K1/D

2, et Wle voisinage réel de w = 0 de la forme |w| ≤ K2/D. Alors, pour tout rationnel δ ∈]0, 1[ dedénominateur D, pour tout ǫ ave
 1/D ≤ |ǫ| ≤ K3/D, la série SM(2s, 2w) relative au paramètre
M2w, ave


M(a0, a1) :=
a⌊γp⌋+⌊δp⌋

a⌊γp⌋ · a(−δ+ǫ)
082



3.5. Extra
tions et asymptotiquessatisfait les propriétés suivantes :
(i) Pour tout w ∈ W, la série s→ SM (2s, 2w) admet un unique p�le s = σ(w) dans la bande

S. Ce p�le est d'ordre 1.
(ii) Pour tout w ∈ W, on a |σ(w) − 1| ≤ K ′

4/(2D
2). De plus, il existe w0 ∈ W du mêmesigne que ǫ, pour lequel σ(w0) − 1 < 0 et |σ(w0) − 1| ≥ ǫ2/(4K).

(iii) Sur W, le résidu E(w) de SM (2s, 2w) en s = σ(w) satisfait K ′
5 ≤ |E(w)| ≤ K ′

6.
(iv) Sur la ligne verti
ale ℜs = 1−K1/D

2, et pour tout w ∈ W, la série SM (2s, 2w) satisfait
|SM (2s, 2w)| ≤ K ′

7 ·D2 max(1,ℑs)ξ.

(v) Il existe t0 > 0 tel que pour s ∈ S ave
 |ℜ(s)| > t0, la série véri�e
|SM (2s, 2w)| ≤ K ′

7 ·D2(ℑs)ξ.En d'autres termes, lorsque le dénominateur D est �xé, la série SM (2s, 2w) satisfait la pro-priété US(s,w) ave
 un voisinage W de taille O(1/D) et Σ0 de l'ordre de 1/D2.3.4.5 État d'avan
ement de l'analyseDorénavant, nous 
onnaissons toutes les propriétés analytiques dominantes des séries géné-ratri
es de tous les paramètres. En parti
ulier, toutes 
es séries admettent une bande sans p�leà gau
he du p�le dominant. Cette propriété dé
oule dire
tement des propriétés analytiques des(pseudo-)quasi-inverses que nous établirons au pro
hain 
hapitre.Pour faire un parallèle ave
 les séries ordinaires, 
'est 
omme si nous venions d'établir queles séries admettent un unique p�le dans un disque. Pour les séries génératri
es ordinaires, il estalors très fa
ile d'extraire les 
oe�
ients ave
 des termes d'erreurs. Pour les séries de Diri
hlet,l'extra
tion est un peu plus 
omplexe mais le prin
ipe reste le même.3.5 Extra
tions et asymptotiquesMaintenant que les propriétés analytiques des séries sont 
onnues, nous pouvons passer à ladernière étape d'une analyse en moyenne : l'extra
tion des 
oe�
ients des séries et le 
al
ul desasymptotiques.L'extra
tion se base essentiellement sur la lo
alisation du p�le dominant et ses propriétés.Pour extraire des 
oe�
ients dans une série de Diri
hlet, nous disposons de deux outils : la formulede Perron et le théorème taubérien de Delange [Del54℄. Le théorème de Delange né
essite desinformations uniquement sur la droite verti
ale qui 
ontient le p�le mais il ne donne qu'uneasymptotique sans terme d'erreur. La formule de Perron, appliquée à une série de Diri
hlet quiadmet une propriété de type US, fournit un développement asymptotique pré
is. Jusqu'au travailtrès ré
ent de Baladi et Vallée [BV04℄, il n'était pas prouvé que les opérateurs admettaient unepropriété US. Les analyses dynamiques (sur les algorithmes eu
lidiens) se bornaient don
 authéorème taubérien de Delange et à des analyses en moyenne.Nous 
ommençons 
ette se
tion ave
 la formule de Perron et son utilisation dans les extra
-tions. Ensuite, nous appliquons 
ette formule pour le 
al
ul de tous les moments de tous lesparamètres.
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Chapitre 3. Le 
as des entiers3.5.1 Formule de PerronLa formule de Perron d'ordre 2 relie les 
oe�
ients d'une série de Diri
hlet ave
 une intégrale
omplexe sur le demi-plan de 
onvergen
e.Formule de Perron Soit F (2s) :=
∑

n≥1 an/n
2s une série de Diri
hlet 
onvergente sur

ℜ(s) > σ0 et �xons D > max(0, σ0). La formule de Perron d'ordre 2 [EE85℄ est donnée par
Ψ(T ) :=

∑

n≤T

n∑

j=1

aj =
1

2iπ

∫ D+i∞

D−i∞
F (s)

T 2s+1

s(2s+ 1)
ds.Les formules sur les moments font intervenir les sommes

ψ(n) =

n∑

j=1

ajet plus parti
ulièrement, ψ(2n − 1) − ψ(2n−1). Il n'est pas possible de retrouver dire
tement 
esgrandeurs, mais Baladi et Vallée [BV04℄ et Cesaratto [Ces06℄ ont dé
rit une démar
he généralepour retrouver les moments des paramètres.Etape 1 : extra
tion par la formule de Perron. Si F (2s) satisfait la propriété US(s), alors
F admet un unique p�le s = σ0 dans une bande de la forme ℜ(s) ∈]σ0 − α, σ0 + α[ et estuniformément bornés sur la ligne verti
ale gau
he et loin de l'axe réel. En intégrant sur unre
tangle R délimité par les droites ℜ(s) = σ0 ± α et |ℑ(s)| = t, et en faisant tendre t versl'in�ni,

unique pole dans 
la bande

rectangle

l'intégrale à droite est exa
tement la formule de Perron, l'intégrale à gau
he est bornée par
O(T 2σ0+1−2α) à 
ause de la propriété US(s) et pour les mêmes raisons, les intégrales sur leslignes horizontales tendent vers 0. L'intégrale sur le re
tangle est également donnée par le résiduselon le théorème de Cau
hy. Au �nal, l'étape d'extra
tion donne

Ψ(T ) = Res(F (2s)
T 2s+1

s(2s + 1)
, s = σ0) +O(T 2σ0+1−2α).où le résidu est de la forme T 2σ0+1P (log T )(1 + O(T−1)) ave
 P un polyn�me de degré k si lep�le est d'ordre k + 1. Ave
 les séries génératri
es bivariées, la démar
he est la même et nousobtenons une asymptotique des Ψ(T ) ave
 un terme d'erreur uniforme en w. Le fait que le termed'erreur soit uniforme en w est important pour appliquer le théorème des quasi-puissan
es deHwang.84



3.5. Extra
tions et asymptotiquesEtape 2 : passage par les distributions lissées. Les Ψ(T ) ne sont pas adaptés pour le 
al
ul desmoments des paramètres ave
 la distribution uniforme sur les Ωn. En revan
he, ils 
orrespondentà une autre distribution Pn sur un ensemble légèrement di�érent Ωn (voir [BV04, Ces06℄). Sur
et ensemble, les paramètres ont un sens et don
 une espéran
e, une varian
e, .... qui se 
al
ulentave
 les Ψ(T ).Etape 3 : transfert des résultats sur Ωn. Les espéran
es et les varian
es pour la distributionlisse étant 
onnues, il est possible à travers les lemmes 10 à 14 de [BV04℄, de les transférer sur
Ωn ave
 la distribution uniforme. Ce transfert né
essite toutefois que dans le pire des 
as, leparamètre est au plus d'ordre polynomial en la taille des entrées, 
e qui est évidemment le 
asde tous nos paramètres.3.5.2 Appli
ation aux paramètres d'intérêtToutes les séries admettent une propriété de type US. Il est alors possible d'appliquer laformule de Perron pour extraire les 
oe�
ients.3.5.2.1 Constantes dominantesNous 
ommençons par un lemme qui donne les 
onstantes dominantes d'un 
ro
het. Nousrappelons que les 
ro
hets interviennent à la fois pour les 
oûts additifs, les 
oûts terminaux etles 
oûts A et A.Lemme 3 (Equivalent autour de s = 1 des 
ro
hets) Toute série de Diri
hlet de la forme
[A1, A2, . . . Ak], où 
haque Ai opère sur les opérateurs de transfert et tel que AiG[ψ] est intégrable,a un p�le d'ordre k + 1 en s = 1, et elle admet un développement de la forme

[A1, A2, . . . , Ak](s) =

k∑

p=0

ak−p

|λ′(1)|p · 1

(s− 1)p+1
+O(1)ave
 a0 =

k∏

i=1

I[AiG] où I[H] :=

∫

I
H[ϕ](t)dt et ϕ(x) :=

1

log 2

1

1 + x
. (3.20)On 
onstate que la 
onstante dominante ne dépend que des opérateurs A1, A2, . . . , Ak et nonde l'ordre dans lequel ils sont disposés . Cette propriété remarquable entraînera des annulationsdans les termes dominants.Cette propriété vient d'un équivalent en s = 1 du quasi-inverse,

(I − Gs)
−1[f ] ∼ 1

s− 1
· −1

λ′(s)
ϕ

∫

I
f(t)dt. (3.21)L'opérateur Gs admet une unique valeur propre dominante λ(s) séparée du reste du spe
tre parun saut spe
tral. Cette propriété induit une dé
omposition de l'opérateur de transfert et paritération du quasi-inverse,

Gs = λ(s)Ps + Ns, (I − Gs)
−1 =

1

1 − λ(s)
Ps + (I − Ns)

−1
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Chapitre 3. Le 
as des entiersoù Ps est un proje
teur qui 
ommute ave
 Ns et Ns a un rayon spe
tral stri
tement plus petitque |λ(s)|. Ave
 
ette dé
omposition, le quasi-inverse admet un p�le dominant lorsque λ(s) = 1,
e qui est le 
as en s = 1. Maintenant, en s = 1, l'opérateur P1 est 
onnue et satisfait
P1[f ] ∼ ϕ

∫

I
f(t)dt.L'équivalent du quasi-inverse vient alors immédiatement. Remarquons aussi que la relation ζ(2) =

π2/6 et λ′(1) = −π2/(6 log 2) intervient dans le développement du 
ro
het pour enlever un λ′(1).Comme 
haque quasi-inverse satisfait une propriété du type US(s), il est possible d'appliqueraux 
ro
hets la formule de Perron et la méthodologie développée par Baladi-Vallée et Cesaratto[BV04, Ces06℄ a�n d'extraire l'asymptotique des 
oe�
ients des séries. Ce
i est l'objet du lemmesuivant.Lemme 4 (Développements asymptotiques) Soit R un 
oût pour lequel la série de Diri
hlet
SR(2s) admet une formule qui fait intervenir un 
ro
het de la forme [A1, A2, . . . , Ak]. Alors, 
e
ro
het 
ontribue à l'espéran
e En[R] ave
 un terme




k∑

p=0

(2 log 2)p

p!|λ′(1)|p · ak−pn
p


 · (1 +O(2−nβ)),pour un β > 0. De plus, la 
onstante dominante a0 véri�e

a0 =

k∏

i=1

I[AiG].Nous disposons maintenant de tous les outils pour extraire les 
oe�
ients des séries.3.5.2.2 Coûts additifs à 
roissan
e intermédiaireLes séries génératri
es pour un 
oût additif sont données par
S

[1]
C (2s) = [W[c]], et S

[2]
C (2s) = 2[W[c],W[c]] + [W[c2]].Le lemme 4 montre que les deux premiers moments des 
oûts additifs véri�ent

En[Ci] = 2 · d[i]
0 (n log 2)i(1 +O(n−1)) =

2iI[W[c]Gs]
i

|λ′(1)|i (n log 2)i(1 +O(n−1)).Le moment d'ordre 2 est don
 équivalent au 
arré du moment d'ordre 1 
e qui montre que lavarian
e est d'ordre au plus linéaire.Ce
i termine la preuve du théorème 12 pour les 
oûts additifs.3.5.2.3 Coûts terminauxNous adoptons i
i la même méthode que pour les 
oûts additifs. La série génératri
e dumoment d'ordre k du 
oût terminal W est de la forme
S

[k]
W (2s) = Hs ◦ [ ] où Hs =

dk

dwk
(ζ(2s,w, [ℓ])Gs,w,[ℓ])|w=0.Le lemme 4 entraîne que tous les moments de W satisfont

En[W i] = 2 · b[k]
0 (1 +O(n−1)) = 2Hs[ϕ](0)(1 +O(n−1)).
e qui montre que tous les moment du 
oût terminal W sont d'ordre 
onstant.Ce
i termine la preuve du théorème 12 pour les 
oûts terminaux.86



3.5. Extra
tions et asymptotiques3.5.2.4 Complexité binaire 
lassique et 
onje
ture (C)Nous prouvons i
i le théorème 2 
on
ernant la 
omplexité binaire de l'algorithme d'Eu
lide
lassique. A la se
tion 3.3.9, nous avons réduit l'analyse de B à l'analyse du 
oût A puisque nousavons les deux points suivants
En[B] = En[A] +O(n), Vn[B] = O(Vn[A] + n2).De plus, si Vn[A] est d'ordre 
ubique, alors Vn[B] est aussi d'ordre 
ubique. Ces propriétés sontdues à la dé
omposition

B = A+ lg vp · Z +O(Z) ave
 Z(v0, v1) =

p∑

i=1

ℓ(mi).Dans 
ette dé
omposition, lg vp · Z et O(Z) ont une espéran
e linéaire et une varian
e au plusquadratique.Nous prouvons tout d'abord le théorème 2 (i). De nombreux 
ro
hets interviennent dans les sériesgénératri
es de A et A. Pour 
ha
un de 
es 
ro
hets, nous devons 
al
uler le terme dominant(voir sous dominant pour la 
onje
ture (C)) qui apparaît �nalement dans l'asymptotique desmoments . Cette 
onstante se 
al
ule ave
 le lemme 4 qui traite de l'asymptotique des 
oe�
ientsdes 
ro
hets.Les séries génératri
es des deux premiers moments de A sont données par les formules 3.16 page78 et 3.17 page 78. Le lemme 4 entraîne les estimations suivantes pour En[A],En[A2],
(log 2) · En[A] =

1

2
I[∆G] · I[WG] ·

(
22

2!
· (log 2)2

|λ′(1)|2
)
n2 +O(n),

(log2 2) · En[A2] =
3

2
I[∆G]2 · I[WG]2 ·

(
24

4!
· (log 2)4

|λ′(1)|4
)
n4 +O(n3).Nous remarquons que les termes dominants (d'ordre 4) sont les mêmes dans En[A]2 et En[A2],
e qui prouve une estimation pour la varian
e de A de la forme

Vn[A] = τ · n3 +O(n2).Ce
i termine le premier point du théorème 2.La 
onje
ture (C) sur les paramètres A et Ā est donnée par
(C) Vn[A− Ā] − 1

3
Vn[A+ Ā] = O(n2).Pour montrer la 
onje
ture (C), nous devons prouver que τ = (1/3)ρ(ℓ) où ρ(ℓ) est la 
onstantequi apparaît dans le terme dominant de la varian
e du théorème 3 page 28.Lemme 5 Soit Q l'opérateur de Porter dé�ni 
omme le terme 
onstant du quasi-inverse (I −

GS)−1 lors du développement en s = 1,
(I − Gs)

−1 =
1

s− 1

P

|λ′(1)| + Q + O(s− 1)ave
 P[f ] = ϕ
∫ 1
0 f(t)dt. Alors, la 
onje
ture (C) est véri�ée si pour tout X,Y ∈ {∆,W}, on a
I[XG ◦Q ◦ YG] =

∫

I
(XG)[Y ϕ](t)dt − I[XG]

∫

I
[Y ϕ](t)dt. 87



Chapitre 3. Le 
as des entiersPreuve. Ave
 la proposition 12 et le lemme 3, les deux séries Γ1 et Γ2 ont un p�le d'ordre auplus 4 en s = 1 et peuvent s'é
rire sous la forme
Γi(s) =

1

log 2 · |λ′(1)|4
1

(s− 1)4
γi +O(

1

(s − 1)3
).Forme expli
ite pour les 
onstantes γi. Le 
oe�
ient dominant γ2 est égal à

2γ2 = I[∆G]2 · I[W 2G] + I[∆2G] · I[WG]2 − 2I[∆G] · I[WG] · I[∆WG].Le 
oe�
ient dominant γ1 s'exprime ave
 le terme sous-dominant de Γ1(s). En s = 1, les déve-loppement des trois opérateurs (I − Gs)
−1,∆Gs,WGs font respe
tivement intervenir les troisopérateurs Q,∆2G,∆WG, sous la forme

(I − Gs)
−1 =

1

s− 1

P

|λ′(1)| + Q + O(s− 1),

∆Gs = ∆G + (s − 1)∆2G + O((s− 1)2) WGs = WG + (s − 1)∆WG + O((s − 1)2).La 
onstante sous-dominante de la série Γ1 est obtenue en remplaçant dans 
ha
un des quatretermes de Γ, un des neuf fa
teurs par sa 
onstante sous-dominante. Cependant, tous les termesobtenus en remplaçant ∆Gs ou WGs par leur terme sous-dominant disparaissent. C'est la même
hose ave
 les termes qui 
ontiennent l'opérateur Q au début ou à la �n. Alors, la 
onstante sous-dominante γ1 de Γ1 s'exprime via les intégrales de la forme I[H] (dé�nie en 3.20) 
omme unesomme de quatre termes prin
ipaux,
γ1 =

∑

X,Y ∈{∆,W}

X′ 6=X,Y ′ 6=Y

(−1)[[X=Y ]] · I[XG] · I[YG] · I[X ′G ◦ Q ◦ Y ′G].Finalement, le 
oe�
ient γ := γ1 + γ2 satisfait
2γ = I[∆G]2

(
I[W 2G] + 2I[WG ◦ Q ◦WG]

)
+ I[WG]2

(
I[∆2G] + 2I[∆G ◦ Q ◦ ∆G]

)

−2I[WG] · I[∆G] (I[∆WG] + I[∆G ◦ Q ◦WG] + I[WG ◦Q ◦ ∆G]) .Ensuite, le lemme 4 sur l'asymptotique des 
ro
hets implique
(log2 2)·En[(A−Ā)2] =

23(log 2)3

3!|λ′(1)|3 ·γn3+O(n2) soit En[(A−Ā)2] =
2 log 2

3|λ′(1)|3 ·(2γ)·n
3+O(n2).Forme expli
ite de la 
onstante ρ(ℓ). Pour la 
onje
ture (C), nous 
omparons la 
onstante 2γave
 la 
onstante ρ(ℓ) qui apparaît dans la varian
e de la 
omplexité binaire étendue,

Vn[A+ Ā] =
2 log 2

|λ′(1)|3 · ρ(ℓ) · n3 +O(n2).Une expression alternative pour ρ(ℓ) est (voir [BV05, BV04℄)
ρ(ℓ) = λ′2s (1, 0) · λ′′w2(1, 0) − 2λ′w(1, 0) · λ′s(1, 0) · λ′′sw(1, 0) + λ′2w(1, 0) · λ′′s2(1, 0).Maintenant, pour (X,Y ) ∈ {∆,W}, il existe des relations entre I[XG] et Xλ, et entre I[XYG]et XY λ, obtenues en prenant les dérivées de la relation Gs,w[ϕs,w] = λs,wϕs,w,

I[XG] = (Xλ)88



3.5. Extra
tions et asymptotiques
I[XYG]+

∫

I
(XG)[Y ϕ](t)dt+

∫

I
(YG)[Xϕ](t)dt−I[XG]

∫

I
[Y ϕ](t)dt−I[YG]

∫

I
[Xϕ](t)dt = (XY λ).Alors, si pour tout X,Y ∈ {∆,W}, on a

I[XG ◦Q ◦ YG] =

∫

I
(XG)[Y ϕ](t)dt − I[XG]

∫

I
[Y ϕ](t)dt,alors la 
onje
ture (C) est véri�ée.3.5.2.5 Continuant à une fra
tion de l'exé
utionSelon la proposition 14, la série de Diri
hlet bivariée asso
iée au paramètre L̃[δ] véri�e lapropriété US(s,w), et admet un unique p�le simple en s = σ(w) ave
 σ(0) = 1. En appliquantla formule de Perron à la série S[δ](2s, 2w), les sommes partielles Ψ(T ) véri�ent

Ψ(T ) := Ψ2w(T ) =
E(w)

σ(w)(2σ(w) + 1)
T 2σ(w)+1(1 +O(T−2α)),où le terme d'erreur est uniforme en w et E(w) est le résidu de S(2s, 2w) en s = σ(w). Lessommes partielles s'é
rivent également sous la forme Ψ2w(T ) = exp(U(w) log T + V (w)) ave


U(w) = (2σ(w) + 1), V (w) = logE(w) − log σ(w)(2σ(w) + 1).Une fois de plus, le quotient Ψw(n)/Ψ0(n) 
orrespond à la série génératri
e des moments duparamètre L̃[δ] mais ave
 une distribution lisse. Selon la proposition 14, σ′′(0) 6= 0 et le théorèmedes quasi-puissan
es de Hwang (théorème H) s'applique dans le 
adre des distributions lisses. Leparamètre L̃[δ] admet alors une loi limite gaussienne pour la distribution lisse. Après les étapesde délissage présentées dans [BV05, BV04, Ces06℄, la même loi est satisfaite par L̃[δ] sur Ωn etle 
al
ul des 
onstantes 
onduit au théorème 5.3.5.2.6 Paramètres des algorithmes interrompusEn appliquant la formule de Perron dans une bande satisfaisant les 
onditions de la propo-sition 15, puis en e�e
tuant les étapes de lissage et de dé-lissage, la série des moments de lavariable M2w satisfait
En[M2w] =

Ψn(w)

Ψn(0)
ave
 Ψn(w) = E(w) · 2nρ(w) +O(D2) · 2n(1− B

D2 )si bien que
En[M2w] =

E(w)

E(0)
2n(ρ(w)−1) +O(D2) · 2−nB/D2

.Nous 
hoisissons maintenant w0 
omme dans la proposition 15, et nous appliquons les inégalitésde Markov (voir inégalités 3.11, 3.12). Alors, lorsque δ et ǫ sont rationnels ave
 un dénominateur
D, les probabilités d'intérêt satisfont

Pn

[∣∣P<γ,δ] − δP
∣∣ ≥ ǫP

]
≤ C1 · 2−n/(LD2) + C2 ·D2 · 2−nB/D2

,pour des 
onstantes C1, C2, L,B. Si maintenant le dénominateur D véri�e l'hypothèse du théo-rème 6, 
'est à dire D = n1/2/b(n) ave
 b(n) → ∞, alors
Pn

[∣∣P<γ,δ] − δP
∣∣ ≥ ǫP

]
≤ C · 2−b(n),pour n su�samment grand. La première partie du théorème 6 est prouvée. La deuxième parties'obtient fa
ilement ave
 la relation P[γ,δ] = P<0,γ+δ] − P<0,γ]− et la troisième partie est une
onséquen
e dire
te des relations matri
ielles. 89



Chapitre 3. Le 
as des entiers3.5.3 État d'avan
ement de l'analyseNous avons démontré tous les résultats annon
és pour les algorithmes eu
lidiens sur les en-tiers. Ces preuves sont toutes basées sur les propriétés analytiques des séries génératri
es (propo-sitions 13, 14 et 15). Nous n'avons pas démontré 
es propriétés puisqu'elles dépendent de 
ellesdes opérateurs. L'analyse des opérateurs étant purement te
hnique et ne relevant pas né
essaire-ment �des grandes étapes usuelles� d'une analyse en moyenne, nous avons dé
idé de la traiter aupro
hain 
hapitre. Nous avons don
 terminé l'analyse des algorithmes eu
lidiens sur les entiers.Au 
ours de 
ette analyse, nous avons pointé beau
oup de ressemblan
es ave
 l'analyse sur lespolyn�mes. Nous 
on
luons 
e 
hapitre en montrant qu'une analyse dynamique de l'algorithmed'Eu
lide sur les polyn�mes est possible.3.6 Analyse dynamique sur les polyn�mesLors de l'analyse des di�érents 
oûts, nous avons mis en éviden
e des similarités entre les sériesgénératri
es sur les polyn�mes et les opérateurs de transfert sur les entiers. Ces similarités ne sontpas dues au hasard. Nous allons montrer dans 
ette partie qu'il existe un système dynamique lié àl'algorithme d'Eu
lide sur les polyn�mes et que les opérateurs de transfert asso
iés généralisent lesséries génératri
es ordinaires. Rappelons que 
es deux étapes 
orrespondent aux deux premièresde l'analyse dynamique.3.6.1 Système dynamique des fra
tions 
ontinuesDans la suite, nous essayons de mettre en parallèle le 
as des polyn�mes et le 
as des entiers.Tout d'abord, les entrées appartiennent à l'anneau eu
lidien Z dans le 
as des entiers alors quesur les polyn�mes, l'anneau eu
lidien est Fq[X].Dans les deux 
as, l'algorithme d'Eu
lide utilise une suite de divisions eu
lidiennes de laforme
u = m · v + r, où ‖r‖ < ‖v‖où la norme 
orrespond valeur absolue 
orrespond à la norme habituelle sur les entiers et à lanorme ultramétrique sur les polyn�mes,

‖u‖ = 2deg u.Si (u, v) est le 
ouple de départ, la division eu
lidienne suivante utilise le 
ouple (v, r) et ainside suite. Sur les entiers, il est naturel de regarder les rationnels v/u et r/v qui sont liés par larelation T (v/u) = r/v ave

T : [0, 1] → [0, 1], T (x) =

1

x
−
⌊

1

x

⌋
=

{
1

x

}
, T (0) = 0.Sur les polyn�mes, nous obtenons une formule équivalente. L'ensemble des rationnels Q estrempla
é par l'ensemble des fra
tions Fq(X) 
onstruit à partir de Fq[X]. La norme ultramétriquesur Fq[X] s'étend à Fq(X) par ∣∣∣

v

u

∣∣∣ = qdeg v−deg u.La 
omplétion de Fq(X) respe
tivement à la norme ultramétrique est le 
orps des séries formellesde Laurent Fq((1/X)) de la forme
F =

∑

n≥n0

fn(1/Z)n, ave
 n0 ∈ Z, fn ∈ Fq.90



3.6. Analyse dynamique sur les polyn�mesCes séries sont à rappro
her ave
 le développement binaire des réels où Z est rempla
é par 2. Lanorme ultramétrique de F est donnée par |F | = q−n0 . Sur Fq((1/X)), nous pouvons dé�nir unepartie entière et une partie fra
tionnaire par
⌊F ⌋ =

0∑

n=n0

fn(1/Z)n, {F} =
∑

n>0

fn(1/Z)n.Les rationnels v/u et r/v appartiennent tous les deux à la boule unité Xq sur Fq((1/X)) et sontreliés par T (v/u) = r/v où T est l'appli
ation
T : Xq → Xq, T (x) =

1

x
−
⌊

1

x

⌋
=

{
1

x

}
, T (0) = 0.Le 
ouple (T ,Xq) forme un système dynamique qui est l'équivalent du système dynamique

([0, 1], T ) sur les entiers.3.6.2 Opérateurs de transfert et liens ave
 les sériesNous avons dé�ni pré
édemment le système dynamique (T ,Xq). Les bran
hes inverses de Tadmettent la même formule que 
elles de T et satisfont pour x ∈ Xq,
h[m](x) =

1

m+ x
, pour m ∈ G.L'opérateur de transfert pondéré par le 
oût primitif c est lui aussi donné par la même formuleet véri�e

Gs,w[f ](x) =
∑

m∈G

ewc(m)||h′[m](x)||sf ◦ h[m](x).La grande di�éren
e entre les deux 
ontextes vient des dérivées des bran
hes inverses. Sur lespolyn�mes, elles sont 
onstantes en norme. La dérivée de h[m] est donnée par
h′[m](x) =

−1

(m+ x)2
pour m ∈ G.Comme ||m+x|| = ||m|| pour x ∈ Xq et m ∈ G, la norme de h′[m] est 
onstante sur Xq et satisfait

||h′[m](x)|| = ||m||−2 = q−2 deg m.L'opérateur de transfert pondéré se ré
rit alors
Gs,w[f ](x) =

∑

m∈G

ewc(m)q−2sdeg mf ◦ h[m](x).La fon
tion 
onstante 1 est toujours le ve
teur propre dominant de Gs,w asso
iée à la valeurpropre dominante λ(s,w) où,
λ(s,w) =

∑

m∈G

ewc(m)q−2s deg m.Dans le 
as des polyn�mes, l'analyse spe
trale des opérateurs de transfert est très simpli�ée. 91



Chapitre 3. Le 
as des entiersLa série génératri
e G(z,w) est un 
as très parti
ulier de l'opérateur de transfert puisque
G(z,w) =

∑

m∈G

ewc(m)zdeg m = Gs,w[1](0)ave
 q−2s = z. Il en est de même ave
 les autres séries génératri
es que nous pourrions exprimeren termes d'opérateurs de transfert. En parti
ulier, nous aurions très bien pu faire une analysedynamique dans le 
as des polyn�mes équivalente à 
elle présentée sur les entiers. Toutefois, lefait que 1 soit le ve
teur propre de tous les opérateurs simpli�e 
onsidérablement les opérationsdans le 
as des polyn�mes (puisque les opérateurs sont utilisés ave
 la fon
tion 1).3.7 Con
lusionDans 
ette partie, nous avons présenté l'analyse 
omplète de tous les paramètres. Nous avonsainsi établi que la 
omplexité binaire étendue admet une loi limite gaussienne (théorème 3).C'est la première fois que la loi limite d'un 
oût non additif est obtenue. Nous avons égalementamélioré les résultats 
onnus sur les moments de la 
omplexité binaire 
lassique (théorème 2). Laloi limite de la taille du 
ontinuant à une fra
tion de l'exé
ution a aussi été prouvée (théorème 5).C'est le se
ond paramètre non-additif dont la loi limite est déterminée. L'analyse du 
ontinuant àune fra
tion de l'exé
ution fait intervenir un nouvel opérateur, le pseudo-quasi-inverse Gs,w dontnous ferons l'analyse au pro
hain 
hapitre. Nous montrerons que 
et opérateur a des propriétéspro
hes de 
elles du quasi-inverse. L'analyse des trois paramètres est basée sur un prin
ipede dé
omposition qui a mis en éviden
e deux familles de 
oûts : les 
oûts additifs à 
roissan
eintermédiaire et les 
oûts terminaux dont nous avons dé
rit les deux premiers moments (théorème12). Pour 
on
lure, l'analyse des algorithmes interrompus (théorème 6) s'est réduite à l'étude d'unparamètre M auquel est asso
ié un autre pseudo-quasi-inverse Hs,w. Au premier 
hapitre, nousavons vu qu'il était su�sant d'analyser les algorithmes interrompus pour établir la 
omplexitébinaire des algorithmes KSα (théorème 8). Là en
ore, 
'est la première fois que la 
omplexitébinaire d'un algorithme rapide est analysée.Nous en avons don
 terminé ave
 l'analyse des algorithmes eu
lidiens. Reste toutefois à établirles propriétés analytiques des opérateurs, 
e que nous faisons au pro
hain 
hapitre.

92



Chapitre 4Analyse des opérateurs de transfert
Sommaire 4.1 Propriétés 
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e fon
tionnel et spe
tre dominant . . . . . . . . . . . . . . . . 944.1.2 Dé
omposition spe
trale et p�le dominant du quasi-inverse . . . . . 954.1.3 Propriété UNI et borne à la Dolgopyat . . . . . . . . . . . . . . . 964.1.4 Zone intermédiaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 974.1.5 Mise en 
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lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108Les analyses du 
hapitre pré
édent sont toutes basées sur les propositions 13, 14 et 15. Cespropositions résument les propriétés analytiques des séries génératri
es de Diri
hlet. Comme lesséries génératri
es s'expriment en fon
tion des opérateurs de transfert, les propriétés analytiquesdes séries sont aussi 
elles des opérateurs et ré
iproquement. Dans 
ette partie, nous analysonsles propriétés analytiques du quasi-inverse et des pseudo-quasi-inverses puisque 
e sont 
es opé-rateurs qui apportent les singularités dominantes. Pour 
es opérateurs, nous souhaitons montrerune propriété du type US(s) ou US(s,w) (unique p�le dominant dans une bande ave
 une borneuniforme, voir se
tion 3.4.1). Ce résultat a déjà été démontré par Dolgopyat [Dol98℄ pour lequasi-inverse d'un système dynamique ave
 un nombre �ni de bran
hes. Il a été généralisé parBaladi et Vallée [BV05, BV04℄ au quasi-inverse pondéré d'un système dynamique ave
 un nombreau plus dénombrable de bran
hes. Dans 
e dernier 
as, le système dynamique doit véri�er une
ondition UNI qui est systématique pour les systèmes ave
 un nombre �ni de bran
hes. Si lesquasi-inverses sont bien dé
rits, 
e n'est en revan
he pas le 
as pour les pseudo-quasi-inverses.Jusqu'aux travaux présentés plus bas (et parus dans les arti
les [LV06b℄ et [DLMDV06℄), despropriétés de type US(s,w) n'étaient pas mises en éviden
e 
es opérateurs. Mais 
ertaines bornesobtenues par Baladi et Vallée s'appliquent à 
e nouveau 
ontexte et nous montrons des propriétésde type US(s,w) sur les pseudo-quasi-inverses.93



Chapitre 4. Analyse des opérateurs de transfertPlan. La première se
tion énumère les propriétés 
onnues des opérateurs de transfert et duquasi-inverse. Les deux autres se
tions sont 
onsa
rées à l'analyse des pseudo- quasi-inverses.4.1 Propriétés 
onnues des opérateurs de transfertDans toute 
ette se
tion, nous nous 
ontentons d'énumérer des faits déjà 
onnus sur l'opé-rateur de transfert Gs. Il existe des résultats 
lassiques d'analyse dynamique sur le spe
tredominant de Gs mais aussi des résultats moins 
lassiques sur des propriétés de type US pour
es opérateurs.4.1.1 Espa
e fon
tionnel et spe
tre dominantLes opérateurs agissent sur des espa
es de fon
tions et selon 
es espa
es, le spe
tre di�èrepour un même opérateur. Prenons pour exemple le transformateur de densité G. Sur l'espa
edes fon
tions intégrables L1, le transformateur de densité admet tout le 
er
le unité (dans C)
omme spe
tre. En revan
he, sur l'espa
e des fon
tions C1 sur l'intervalle I = [0, 1] et muni de lanorme ||f || = ||f ||∞ + ||f ′||∞, le transformateur de densité admet 1 
omme unique valeur propredominante séparée du reste du spe
tre par un saut spe
tral.

1 1

1 1

spectre sur L spectre sur CEn analyse dynamique, un bon espa
e fon
tionnel pour un opérateur est un espa
e sur lequel il ad-met une unique valeur propre dominante séparée du reste du spe
tre par un saut spe
tral. Chaquealgorithme eu
lidien (algorithme 
lassique, 
entré, pair, impair, . . .) admet un système dynamiqueasso
ié. Les premiers systèmes étudiés en analyse dynamique 
omportaient des bran
hes inversesholomorphes et 
ontra
tantes 
omme 
elui des fra
tions 
ontinues. L'espa
e fon
tionnel 
hoisiétait alors les fon
tions holomorphes sur un voisinage 
omplexe de I ou un produit 
artésien de
et espa
e [Val97a, Val01, Val98a, Val03℄. Ave
 l'analyse des algorithmes α-eu
lidien [BDV02℄,des systèmes dynamiques généraux à bran
hes non surje
tives ont été étudiés. L'espa
e fon
-tionnel adéquat était alors l'espa
e des fon
tions à variation bornée. Plus ré
emment, Chazalet Maume-Des
hamps [CMD04℄ ont utilisé l'espa
e des fon
tions lips
hitziennes par mor
eauxpour traiter des systèmes dynamiques dits markoviens dont les bran
hes ne sont ni surje
tives niholomorphes. Finalement dans [BV05, BV04℄, Baladi et Vallée ont préféré l'espa
e des fon
tions
C1(I) ave
 une norme parti
ulière pour analyser les opérateurs de transfert pondérés asso
iésaux systèmes dynamiques des algorithmes 
lassique, impair et 
entré. Cependant, il n'est pastoujours fa
ile de trouver un bon espa
e fon
tionnel. Par exemple, au
un bon espa
e n'est en
oretrouvé pour les opérateurs de transfert du système dynamique asso
ié à l'algorithme plus-moins[BK85, Dai04℄.94



4.1. Propriétés 
onnues des opérateurs de transfertComme nous souhaitons utiliser les résultats de Baladi et Vallée, nous 
hoisissons5 i
i l'espa
edes fon
tions de 
lasse C1 sur l'intervalle I = [0, 1]. Sur 
et espa
e, les propriétés spe
tralesde l'opérateur de transfert Gs asso
ié au système dynamique des fra
tions 
ontinues sont lessuivantes.Proposition 16 Soit Gs l'opérateur de transfert asso
ié au système dynamique des fra
tions
ontinues et agissant sur l'espa
e des fon
tions de 
lasse C1sur I = [0, 1].(i) Pour s réel et s > 1/2, l'opérateur Gs est quasi-
ompa
t. Il admet une unique valeurpropre dominante simple λ(s), stri
tement positive, et séparée du reste du spe
tre par un sautspe
tral. Si ϕs est une fon
tion propre asso
iée à λ(s), alors ϕs est également stri
tement positivesur I.(ii) Pour s = 1, G1 est le transformateur de densité, λ(1) = 1 et la densité invariante est ladensité de Gauss
ϕ1(x) =

1

log 2
· 1

1 + x
.De plus, la fon
tion s → λ(s) est stri
tement dé
roissante sur ]1/2,+∞[ et si ρ(s) est le rayonspe
tral de Gs pour s 
omplexe, alors ρ(s) < λ(ℜ(s)) dès que s n'est pas réel.(iii) L'appli
ation s→ Gs est analytique en s pour ℜ(s) > 1/2. Par perturbation analytique,les appli
ations s→ λ(s), s→ ν(s) et s→ ϕs sont bien dé�nies dans un voisinage de l'axe réel.(iv) Pour s > 1/2, la fon
tion de pression Λ(s) = log λ(s) est bien dé�nie. La fon
tionde pression est stri
tement 
onvexe en s, i.e., Λ′′(s) > 0 et Λ′(1) est l'opposé de l'entropie deKolmogorov du système dynamique des fra
tions 
ontinues,

Λ′(1) = −
∫

I
log |T ′(x)|ϕ1(x)dx = − π2

6 log 2
< 0,ave
 T la fon
tion de dé
alage du système dynamique des fra
tions 
ontinues (T (x) = {1/x}).4.1.2 Dé
omposition spe
trale et p�le dominant du quasi-inverseDans un voisinage de l'axe réel, l'opérateur de transfert admet une unique valeur propredominante λ(s) séparée du reste du spe
tre par un saut spe
tral. Cette propriété entraîne unedé
omposition de l'opérateur en deux parties : une partie dominante liée à la partie dominantedu spe
tre et une partie sous-dominante 
orrespondant au reste du spe
tre. Cette dé
omposition,appelée dé
omposition spe
trale, est de la forme

Gs[f ] = λ(s)Ps[f ] + Ns[f ], (4.1)où Ps est un proje
teur sur l'espa
e propre dominant et Ns un opérateur de rayon spe
tral
ν(s) < |λ(s)| (le rayon spe
tral sous-dominant de Gs). De plus, Ps 
ommute ave
 Ns et pour
s = 1, sa forme est expli
ite

P1[f ](x) = ϕ1(x)

∫

I
f(t)dt =

1

log 2
· 1

1 + x

∫

I
f(t)dt.La dé
omposition spe
trale induit aussi une dé
omposition spe
trale des itérés,

Gn
s [f ] = λ(s)nPs[f ] + Nn

s [f ],5Nous ferons un autre 
hoix au pro
hain 
hapitre 95



Chapitre 4. Analyse des opérateurs de transfertainsi qu'une dé
omposition du quasi-inverse,
(I − Gs)

−1[f ] =
1

1 − λ(s)
Ps[f ] + (I − Ns)

−1[f ].La dé
omposition du quasi-inverse n'a de sens que si la valeur propre dominante n'est pas égaleà 1 ou si 1 n'est pas valeur propre de Ns. Or la proposition 16 (ii) indique que nous sommes dans
ette situation ave
 l'opérateur de transfert Gs en s = 1 (i.e. ave
 le transformateur de densité).Nous en déduisons la première propriété analytique des quasi-inverses (I − Gs)
−1.Proposition 17 (i) Dans un voisinage 
omplexe Σ1 de s = 1, le quasi-inverse (I−Gs)

−1 admetun unique p�le simple en s = 1. De plus, il véri�e l'équivalen
e
(I − Gs)

−1[f ](x) ∼ 1

s− 1

−1

λ′(1)
ϕ1(x)

∫

I
f(t)dt, ϕ1(x) =

1

log 2

1

1 + x
.(ii) Ave
 la propriété (ii) de la proposition 16, s = 1 est l'unique p�le du quasi-inverse sur ledemi-plan ℜ(s) ≥ 1, .4.1.3 Propriété UNI et borne à la DolgopyatDans un voisinage de s = 1, le quasi-inverse admet un unique p�le simple. Pour démontrerune propriété du type US(s), nous devons montré qu'il existe une bande qui ne 
ontient que 
ep�le.Dolgopyat [Dol98℄ est le premier à avoir mis en éviden
e une région sans p�le lorsque s estsu�samment loin de l'axe réel. Ce résultat, limité aux systèmes dynamiques ave
 un nombre�ni de bran
hes a été généralisé par Baladi et Vallée [BV05, BV04℄ aux systèmes dynamiquesave
 un nombre dénombrable de bran
hes. Cette généralisation né
essite toutefois une 
onditionsupplémentaire appelée 
ondition UNI.SiH est l'ensemble des bran
hes inverses d'un système dynamique de l'intervalle, le 
oe�
ientde 
ontra
tion ρ du système dynamique est le plus petit réel ρ tel qu'il existe une 
onstante Mvéri�ant

sup
I

|h′| ≤Mρn, ∀n ≥ 1,∀h ∈ Hn.Un système dynamique dont le 
oe�
ient de 
ontra
tion est stri
tement plus petit que 1 est ditdilatant (
ar les bran
hes inverses sont 
ontra
tantes). La 
ondition UNI utilise une notion dedistan
e entre les bran
hes inverses. Pour deux bran
hes inverses h et k de même profondeur,nous posons
∆(h, k) = inf

x∈I

∣∣∣∣
h′′

h′
(x) − k′′

k′
(x)

∣∣∣∣ .Pour h ∈ Hn et η > 0, J(h, η) est l'ensemble des intervalles (dit fondamentaux) Ik = k(I) tel
∆(h, k) ≤ η,

J(h, η) =
⋃

k∈Hn,∆(h,k)≤η

k(I).Dé�nition 7 (Condition UNI) Un système dynamique (I, T ) à bran
hes surje
tives et de 
o-e�
ient de 
ontra
tion ρ < 1 satisfait la 
ondition UNI si 
haque bran
he inverse de T seprolonge en une fon
tion de 
lasse C3 sur I et si(a) pour tout a (0 < a < 1), |J(h, ρan)| = O(ρan), ∀n,∀h ∈ Hn,(b) il existe Q <∞ tel que |h′′′(x)| ≤ Q|h′(x)| pour tout n ≥ 1 et tout h ∈ Hn.96



4.1. Propriétés 
onnues des opérateurs de transfertBien entendu, le système dynamique des fra
tions 
ontinues véri�e la 
ondition UNI (voir[BV04℄). Ave
 
es 
onditions, le quasi-inverse admet une borne à la Dolgopyat pour s éloigné del'axe réel.Proposition 18 La norme || · ||1,t est la norme dé�nie sur C1(I) par ||f ||1,t = supI |f | +
1
t supI |f ′|. Soit ξ ∈ [0, 1/5[ une 
onstante. Il existe un voisinage réel Σ2 de s = 1, des 
onstantespositives M , θ et t0 ave
 θ ∈]0, 1[ tels que pour tout s = σ + it ave
 σ ∈ Σ2 et |t| > t0, les itérésde l'opérateur de transfert satisfont

||Gn
s ||1,t ≤M · |t|ξ · θn.Pour tout s = σ + it ave
 σ ∈ Σ2 et |t| > t0, le quasi-inverse n'admet don
 pas de p�le et estborné par

||(I −Gs)
−1||1,t ≤

M

1 − θ
· |t|ξ.Nous avons énon
é le résultat ave
 le système dynamique des fra
tions 
ontinues. Toutefois, laproposition reste vrai pour tous les systèmes dynamiques 
omplets (i.e. à bran
hes surje
tives),véri�ant la propriété de distorsion des bran
hes (i.e. |h′(x)/h′(y)| uniformément bornée pourtout x, y ∈ I) et la 
ondition UNI. Les systèmes dynamiques asso
iés aux algorithmes 
entréset impairs sont aussi des exemples d'appli
ations de la proposition.4.1.4 Zone intermédiaireLes deux propositions pré
édentes ont dé
rit les propriétés du quasi-inverse dans deux zonesdistin
tes : la première autour de s = 0 et la deuxième éloigné de l'axe réel.

pole autour de 1

zone éloignée:
borne à la Dolgopyat

intermédiaire

zone 

Il reste une zone intermédiaire. Ave
 la 
ondition UNI et la quasi-
ompa
ité, il est possible demontrer que sur l'axe ℜ(s) = 1, le rayon spe
tral ρ(s) de Gs est stri
tement plus petit que 1dès que s 6= 1. Ainsi, 
omme la zone intermédiaire est 
ompa
te, par perturbation analytique, lerayon spe
tral de Gs dans un voisinage 
omplexe de le zone intermédiaire est aussi stri
tementplus petit que 1. Le quasi-inverse est alors bien dé�ni et analytique. Nous venons d'établir laproposition suivante.Proposition 19 Soit t0 et t1 deux réels tels que t1 > t0 > 0. Alors, il existe un voisinage réel
Σ3 de s = 1 tel que pour tout s = σ + it ave
 σ ∈ Σ3 et |t| ∈ [t0, t1], le quasi-inverse est bornéepar une 
onstante M3 positive.Une fois de plus, 
ette proposition ne se limite pas au 
adre du système dynamique des fra
tions
ontinues. 97



Chapitre 4. Analyse des opérateurs de transfert4.1.5 Mise en 
ommun des propositionsEn mettant en 
ommun les trois propositions, nous obtenons que le quasi-inverse satisfaitune propriété du type US(s).Théorème DBV (Dolgopyat-Baladi Vallée) (i) Soit un système dynamique 
omplet (i.e.à bran
hes surje
tives), dilatant et satisfaisant la 
ondition UNI. Alors, pour tout ξ ∈]0, 1/5],il existe α > 0 tel que le quasi-inverse admet un unique p�le en s = 1 dans la bande ℜ(s) ∈
[1 − α, 1 + α].(ii) De plus, il existe une 
onstante M > 0, un réel positif θ < 1 et t0 > 0 tels que pour tout
s = σ + it ave
 σ ∈ [1 − α, 1 + α] et |t| > t0, les itérés de Gs ainsi que le quasi-inverse sontmajorés en norme par

||Gn
s ||1,t ≤M · |t|ξ · θn, et ||(I − Gs)

−1||1,t ≤
M

1 − θ
· |t|ξ.(iii) Finalement, sur la droite verti
ale ℜ(s) = 1 − α, le quasi-inverse est majoré par

||(I − Gs)
−1||1,µ(t) ≤M ′µ(t)ξave
 µ(t) = 1 si |t| < t0 et µ(t) = |t| sinon, et M ′ une 
onstante positive.Nous aurions pu annon
er dire
tement 
e théorème démontré dans sa globalité par Baladi etVallée. Mais nous avons 
hoisi de présenter la dé
omposition en trois zones 
ar 
'est la méthodeque nous utilisons pour l'analyse des pseudo-quasi-inverses. Globalement, pour la zone éloignéede l'axe réel, les bornes sur les itérés de l'opérateur de transfert s'appliquent. Pour la zoneintermédiaire, les preuves sont les mêmes. Il n'y a que la zone autour de s = 1 (et w = 0) oùles 
hoses se 
ompliquent. Comme sur les polyn�mes, il faut faire attention à l'a

umulation desp�les à gau
hes du p�le dominant.4.2 Analyse du pseudo quasi-inverse Gs,w4.2.1 Analyses des pseudos quasi-inversesNous présentons i
i les points 
ommuns et les di�éren
es entre les analyses des deux pseudosquasi-inverses.Tout d'abord, les deux analyses ont la même struture en trois étapes que l'analyse du quasi-inverse, 
ha
une des étapes étant asso
iée à une zone. Contrairement au quasi-inverse, l'analysedans la zone éloignée de l'axe réel est fa
ile puisqu'elle s'appuie sur les bornes à la Dolgopyatdéjà existantes. En revan
he la zone autour de (0, 1) est elle beau
oup plus di�
ile. En e�et,les pseudos quasi-inverses font intervenir dans leur somme deux ou trois puissan
es d'opérateursde transfert. Autour de (0, 1), nous appliquerons la dé
omposition spe
trale pour 
ha
un de 
esopérateurs 
e qui fait apparaitre 22 = 4 ou 23 = 8 termes di�érents. Parmi 
es termes, un seulsera dit dominant puisqu'il 
orrespondra au terme qui apporte le p�le dominant. Dans les deux
as, le terme dominant sera de la forme
f(s,w)

1 − ψ(s,w)Doù f et ψ sont analytiques, D est le dénominateur du paramètre δ qui intervient dans les opéra-teurs et ψ(1, 0) = 1. La fon
tion ψ di�ère bien entendu entre les deux pseudos quasi-inverses.C'est à 
e moment que l'analyse des pseudos quasi-inverses difèrent 
omplètement de 
elle duquasi-inverse. La puissan
e D entraine l'existen
e de D solutions s = σk(w) (k = 0 . . . D−1) ave
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4.2. Analyse du pseudo quasi-inverse Gs,w

σk(0) = e2iπ/D à l'équation ψ(s,w)D = 1 dans un voisinage de (0, 1) (pour le quasi-inverse, iln'existait qu'une solution). Fa
e à 
ette a

umulation de p�les, il faut réduire le voisinage autourde (0, 1) a�n de n'avoir que le p�le dominant (qui sera s = σ0(w)). On montre que la tailleadéquate du voisinage est de l'ordre de O(1/D2). Pour le premier pseudo quasi-inverse, 
e détailn'est pas important puisque D est 
onstant. En revan
he, pour le se
ond pseudo quasi-inverse, Dtend vers l'in�ni et il faut tenir 
ompte du voisinage qui rétré
it pour borner les termes d'erreur.4.2.2 Résultat prin
ipal pour Gs,wLe pseudo quasi-inverse Gs,w intervient dans la série génératri
e bivariée du paramètre L̃[δ] =
lg v⌊δp⌋. Il est dé�nit par

Gs,w =
∑

k≥0

Gdk
s−w ◦ Gck

s ,lorsque δ = c/(c + d). Nous allons montrer que Gs,w satisfait une propriété US(s,w).Théorème 13 (Propriété US pour Gs,w) (i) Pour tout ξ ∈]0, 1/5], il existe un voisinage
omplexe W de w = 0 et un voisinage réel Σ =]1 − α, 1 + α[ de 1 ave
 α > 0 tel que le pseudoquasi-inverse Gs,w admet pour tout w ∈ W, un unique p�le simple en s = σ(w) dans la bande
ℜ(s) ∈ Σ.(ii) La fon
tion σ(w) est impli
itement dé�nie par λ(σ(w) − w)1−δλ(σ(w))δ = 1 (où lesfon
tion λ sont bien dé�nies). Les dérivée de la fon
tion σ en 0 sont données par

σ′(0) = 2(1 − δ), σ′′(0) = 4δ(1 − δ)
Λ′′(1)

|Λ′(1)| .(iii) Il existe M > 0 et t0 > 0 tels que pour tout s = σ + it ave
 σ ∈ [1 − α, 1 + α] et |t| > t0, lepseudo quasi-inverse est majoré en norme par
||Gs,w||1,t ≤M · |t|ξ.(iv) Finalement, sur la droite verti
ale ℜ(s) = 1 − α, le pseudo quasi-inverse est majoré par

||Gs,w||1,µ(t) ≤M ′µ(t)ξave
 µ(t) = 1 si |t| < t0 et |t| sinon, et M ′ une 
onstante positive.4.2.3 Zone loin de l'axe réelNous suivons les mêmes idées que la preuve de Baladi et Vallée. Le théorème DBV dé�nitun voisinage Σ =]1− α, 1 + α[ sur lequel toutes les majorations du théorème s'appliquent. Nousposons Σ1 l'intervalle ]1 − α/2, 1 + α/2[ et W1 la boule de 
entre 0 et de rayon α/2. Alors pourtout s dans la bande ℜ(s) ∈ Σ1 et pour tout w ∈ W1, les 
omplexes s et s−w on une partie réelledans Σ. En parti
ulier, les bornes du théorème DBV pour ℑ(s) > t0 s'appliquent. La norme dupseudo-quasi-inverse est alors bornée par
||Gs,w||1,t ≤

∑

k≥0

M2 · |t|2ξ · θk(c+d) =
M2

1 − θc+d
|t|2ξ <∞.Ce
i termine la preuve de (iii) et montre que dans une région éloignée de l'axe réel, le quasi-inverse n'a pas de p�le . La démonstration sera identique pour le pseudo-quasi-inverse Hs,w. 99



Chapitre 4. Analyse des opérateurs de transfert4.2.4 Zone autour de (1, 0)Autour de (s,w) = (1, 0), la solution est plus di�
ile pour le pseudo-quasi-inverse Gs,w quepour le quasi-inverse 
lassique. Nous dé
omposons l'opérateur en quatre parties, en utilisant ladé
omposition spe
trale 4.1 de Gs. Soit V1 un voisinage 
omplexe de (1, 0) dont tous les éléments
(s,w) véri�ent ℜ(s) ∈ Σ1, w ∈ W1 et où la dé
omposition spe
trale de Gs et Gs−w s'applique.Pour j et k des entiers, l'opérateur G

j
s−w ◦ Gk

s se dé
ompose en quatre parties
G

j
s−w ◦ Gk

s = λ(s− w)jλ(s)kPs−w ◦ Ps + λ(s−w)jPs−w ◦Nk
s + λ(s)kNj

s−w ◦Ps + N
j
s−w ◦Nk

s .Le premier terme est appelé le terme dominant et les trois autres sont appelés des termes dereste.Termes de reste.Notons ν(t) le rayon spe
tral de l'opérateur Nt et R = log ν. Par 
onstru
tion, quitte àrétré
ir le voisinage V1, il existe deux 
onstantes absolue a < 1 et M1 > 0 telles que pour tout tdans V1,
||Nk

t || ≤M1a
kAlors, la série faisant intervenir uniquement les opérateurs N est absolument 
onvergente. Consi-dérons maintenant les deux autres séries. Leur norme peut fa
ilement être 
omparée à un sommegéométrique dont le logarithme du terme général est

δR(s) + (1 − δ)ℜΛ(s − w), δℜΛ(s) + (1 − δ)R(s − w).En s = 1 et w = 0, Λ(s − w) = Λ(s) = 0 et R(s) = R(s− w) = R(0) ≤ a < 0 
e qui montreque les termes sont négatifs. Par perturbation analytique, il en est de même dans un voisinage
V2 ⊂ V1 de (1, 0). Pour (s,w) dans 
e voisinage V2, les trois séries relatives aux trois termes derestes sont absolument 
onvergentes et la norme est uniformément bornée par une 
onstante M2,autrement dit

||
∑

k≥0

λ(s− w)kdPs−w ◦ Nkc
s + λ(s)kcNkd

s−w ◦Ps + Nkd
s−w ◦Nkc

s ||1,1 ≤M2.A 
e stade, l'analyse de Hs,w sera di�érente 
ar δ pourra tendre vers 0. Il faudra alors déterminerun voisinage qui sera une fon
tion de δ.Le terme dominant.Le terme dominant est donné par
∑

k≥0

λ(s − w)kdλ(s)kcPs−w ◦Ps =
1

1 − ψ(s,w)D
· Ps−w ◦Psave
 D = c+ d le dénominateur de δ et ψ(s,w) la fon
tion dé�nie sur V2 par

ψ(s,w) := λ(s− w)1−δλ(s)δ.Le dénominateur s → 1 − ψ(s,w)D de ψ admet des zéros pour toutes les valeurs de s pourlesquelles
ψ(s,w) = exp[2iLπ/D] ave
 0 ≤ L < D.100



4.2. Analyse du pseudo quasi-inverse Gs,wCela signi�e que la fon
tion Ψ dé�nie 
omme Ψ := logψ satisfait
Ψ(s,w) := (1 − δ)Λ(s − w) + δΛ(s) =

2iLπ

D
, ave
 L ∈ Z.Pour w = 0, on a Ψ(s,w) = Λ(s) = 2iLπ/D. Le développement de Λ(s) près de s = 1 est de laforme (nous posons s = ρ+ it)

Λ(s) = −B(s− 1) +A(s) · (s − 1)2 ave
 A(s) :=
1

2
Λ′′(1 + (s− 1)θ), θ ∈ [0, 1], (4.2)

B := |Λ′(1)|, et A := A(1) > 0 entraîne que pour s su�samment pro
he de 1,
ℜΛ(s) ∼ −B(ρ− 1) −At2, ℑΛ(s) ∼ −Bt.Alors, la 
ourbe {s; ℜΛ(s) = 0} est pro
he de la 
ourbe d'équation B(ρ− 1) + At2 = 0 et est
ontenue dans le demi-plan gau
he ℜ(s) ≤ 1.Nous 
onsidérons deux parties de 
ette 
ourbe. La première partie

A := {s; ℜΛ(s) = 0, |ℑΛ(s)| > 3π

2D
}est stri
tement 
ontenue dans le demi-plan {ℜs < 1 − 4∆} pour un ∆ > 0. Par une petiteperturbation, il existe un voisinage WA de w = 0 pour lequel le domaine

Aw := {s; |ℜΨ(s,w)| ≤ C

D2
, |ℑΨ(s,w)| > 3π

2D
}est stri
tement 
ontenu dans le demi-plan {ℜs < 1 − 3∆}, pour tout w ∈ WA.La deuxième partie de la 
ourbe est la portion

B := {s; ℜΛ(s) = 0, |ℑΛ(s)| < π

2D
},qui est 
ontenue dans la bande |ℜs− 1| < d pour un d �xé. Par une petite perturbation, il existeun voisinage WB de w = 0 pour lequel le domaine

Bw := {s; |ℜΨ(s,w)| ≤ C

D2
, |ℑΨ(s,w)| < π

2D
}est stri
tement 
ontenu dans la bande |ℜs− 1| < 2d, pour tout w ∈ WB.Unique p�le dans un voisinage de (1, 0). Le développement 4.2 entraîne que 3∆ > 2d. Nous
hoisissons α ∈]2d, 3∆[ et nous prouvons que la propriété US(s,w) est véri�ée pour la partiedominante (et don
 pour tout l'opérateur) dans la bande |ℜs− 1| < α pour w ∈ WA ∩WB.Si σ(w) satisfait Ψ(σ(w), w) = 2iπL/D, alors en 0, nous avons Λ(σ(0)) = 2iπL/D et ℜ(Λ(σ(0))) =

0. Dans 
e 
as, soit σ(0) appartient à A et il n'appartient pas à la bande |ℜs− 1| < α (
ar A estdans le demi-plan ℜ(s) < 1− 4∆), soit il n'appartient pas à A, et alors ℑ(Λ(σ(0))) = 2πL/D ≤
3π
2D . Dans 
e 
as L = 0 (
ar L est entier) et σ est la fon
tion dé�nie par Ψ(σ(w), w) = 0. Ce
imontre que dans un voisinage de (1, 0), s = σ(w) est l'unique p�le de la partie dominante.Borne sur la ligne verti
ale à gau
he.Il existe seulement deux possibilités sur la ligne verti
ale ℜs = 1 − α,

|ℜΨ(s,w)| > C

D2
ou π

2D
≤ |ℑΨ(s,w)| ≤ 3π

2D
.Cela entraîne que le dénominateur 1 − ψ(s,w)D véri�e

|ψ(s,w)D − 1| ≥ exp[C/D] − 1 ≥ C/D ou |ψ(s,w)D − 1| ≥ 1.Finalement sur la ligne ℜs = 1 − α, le terme dominant est d'ordre O(D). 101



Chapitre 4. Analyse des opérateurs de transfert4.2.5 Zone intermédiaireNous avons démontré que dans un voisinage de (1, 0), il existe un unique p�le simple s = σ(w)et que sur la droite verti
ale à gau
he de 
e p�le, le terme dominant est borné ainsi que les termessous-dominants. Dans la zone éloignée de l'axe réel, nous avons obtenu une borne à la Dolgopyat.Reste la zone intermédiaire. La même démar
he s'applique puisque en w = 0, nous retrouvonsle vrai quasi-inverse qui est analytique dans la zone intermédiaire. Ensuite, par perturbationanalytique, nous obtenons le même résultat pour le pseudo-quasi-inverse. Finalement, en regrou-pant les les trois zones, nous obtenons le théorème 13. Le 
al
ul des dérivées de σ s'obtiennentfa
ilement en dérivant une ou deux fois par rapport à w la relation Ψ(σ(w), w) = 0.4.3 Analyse du pseudo quasi-inverse Hs,wL'analyse du pseudo-quasi-inverse Hs,w est quasiment identique à 
elle du pseudo-quasi-inverse Gs,w ex
eptée que l'on doit expli
iter tous les termes d'erreurs. En e�et, l'analyse de
Gs,w s'est faite à D 
onstant, où D est le dénominateur de δ. I
i, nous allons 
onsidérer desrationnels dont le dénominateur D tend vers l'in�ni. Par exemple, lors de l'analyse des termessous-dominants pour Gs,w, nous avons dit �Par perturbation analytique, il en est de même dansun voisinage V2 ⊂ V1 de (1, 0) . . . �. Pour l'opérateur Hs,w, il faudra en plus expli
iter la tailledu voisinage V2 en fon
tion des dénominateurs. De plus, des propriétés pour w réel doivent êtredémontrée.Théorème 14 (Propriété US pour Hs,w) Il existe huit 
onstantes K0,K1,K2,K3,K

′
4,K

′
5,K

′
6,K

′
7véri�ant la propriété suivante : pour tout entier D ≥ 1, notons S la bande de la forme |ℜs−1| ≤

K1/D
2, et W le voisinage réel de w = 0 de la forme |w| ≤ K2/D. Alors, pour tout rationnel

δ ∈]0, 1[ de dénominateur D, pour tout ǫ ave
 1/D ≤ |ǫ| ≤ K3/D, le pseudo-quasi-inverse Hs,wsatisfait les propriétés suivantes :
(i) Pour tout w ∈ W, la série Hs,w admet un unique p�le s = σ(w) dans la bande S. Ce p�leest d'ordre 1.
(ii) Pour tout w ∈ W, on a |σ(w) − 1| ≤ K ′

4/(2D
2). De plus, il existe w0 ∈ W du mêmesigne que ǫ, pour lequel σ(w0) − 1 < 0 et |σ(w0) − 1| ≥ ǫ2/(4K).

(iii) Sur W, le résidu E(w) de Hs,w[1](0) en s = σ(w) satisfait K ′
5 ≤ |E(w)| ≤ K ′

6.
(iv) Sur la ligne verti
ale ℜs = 1 −K1/D

2, et pour tout w ∈ W, la norme de Hs,w satisfait
||Hs,w||1,max(1,t) ≤ K ′

7 ·D2 max(1,ℑs)ξ .

(v) Il existe t0 > 0 tel que pour s ∈ S ave
 |ℜ(s)| > t0, le quasi-inverse véri�e
||Hs,w||1,ℑs ≤ K ′

7 ·D2(ℑs)ξ.4.3.1 Région éloignée de l'axe réelL'opérateur Hs,w intervient dans la série bivariée du paramètre M et véri�e
Hs,w =

∑

p≥0

G
p−⌊γp⌋−⌊δp⌋
s−

◦G
⌊δp⌋
s+ ◦G

⌊γp⌋
s−ave
 s− := s − (δ − ǫ)w, s+ := s + (1 − δ + ǫ)w. Comme pour le pseudo-quasi-inverse Gs,w, ilexiste un voisinage V0 de (1, 0) tel que pour tout (s,w) ∈ V0, les 
omplexes s− et s+ sont dans102



4.3. Analyse du pseudo quasi-inverse Hs,wle 
adre du théorème DBV pour l'opérateur de transfert 
lassique. En utilisant la propriété (ii)du même théorème, la norme de Hs,w est bornée loin de l'axe réel par
||Hs,w||1,t ≤

∑

p≥0

M3 · |t|3ξ · θp =
M3

1 − θ
|t|3ξ .Ce
i montre que le pseudo-quasi-inverse Hs,w admet une zoné sans p�le pour s loin de l'axe réelet w dans un voisinage �xe de 0.4.3.2 Dé
omposition autour de (1, 0)La démar
he est la même que pour le pseudo-quasi-inverse Gs,w. Nous dé
omposons l'opé-rateur en huit parties, en utilisant la dé
omposition spe
trale 4.1. Si (s,w) appartiennent à V0,alors s+ = s− (1− δ + ǫ)w et s− := s− δ− ǫw appartient à un voisinage dans lequel les dé
om-positions spe
trales de Gs+ ,Gs− existent. Comme Hs,w est 
omposée de deux parties 
ontenant

Gs− et d'une partie 
ontenant Gs+ , les dé
ompositions spe
trales impliquent une dé
ompositionde Hs,w ave
 1 terme dominant et 7 termes non-dominant.4.3.2.1 Termes de resteCha
un des termes de reste est obtenu en remplaçant dans l'opérateur Hs,w, pour au moinsune valeur de t = s+ ou t = s−, l'itéré Gk
t par l'itéré de la partie sous-dominante Nk

t , les autrestermes étant rempla
és par la partie dominante λ(t)j ·Pt (pour un itéré d'ordre j). Nous obtenonssept opérateurs : un qui 
ontient uniquement des opérateur de type Nt, et six opérateurs ave
au moins une o

urren
e de Pt.Nous posons ν(t) le rayon spe
tral de Nt et R := log ν. Il existe un voisinage tel que ν(s−) et
ν(s+) sont stri
tement plus petit que a < 1, qui ne dépend pas de D. La série ne 
ontenant quedes opérateurs de type Nt est alors normalement 
onvergen
e dont la somme est bornée par une
onstante qui ne dépend pas de D.Considérons maintenant les six autres séries, dont les normes peuvent se 
omparer fa
ilement àune somme géométrique où le logarithme du terme général admet la forme générique

L(s,w) := α−R(s−) + α+R(s+) + β−Λ(s−) + β+Λ(s+),ave
 α+ + α− > 1/D, β+ + β− > 1/D et α+ + α− + β+ + β− = 1. Nous prouvons maintenantque la partie réelle de L(s,w) est stri
tement négative sur un voisinage de la forme. |1 − s| ≤
C/D, |w| ≤ C/D.Tout d'abord, il existe un voisinage 
omplexe V de τ = 1 pour lequel

ℜR(τ) < (1/2)R(1) < 0, |Λ′(τ)| ≤ B, pour un B > 0.Alors on a : max(|Λ(s+)|, |Λ(s−)|) ≤ (|s− 1| + |w|)B ≤ 2BC/D,et, �nalement, si C ≤ |R(1)|/(8B), la partie réelle de L(s,w) est plus petite que
R(1)/(2D) + |R(1)|/(4D) < R(1)/(4D) < 0.Dans un voisinage de V, les six séries sont don
 majorées par

1

1 − exp[R(1)/(4D)]
≤ K9 ·D. 103



Chapitre 4. Analyse des opérateurs de transfert4.3.2.2 Terme dominant. Propriétés de la fon
tion ψ(s,w)Le terme dominant est obtenu en remplaçant 
haque o

urren
e de Gt par le terme λ(t)Pt,et est de la forme F [1]
M (s,w) · [Ps− ◦ Ps+ ◦ Ps− [1](0)] ave


F
[1]
M (s,w) =

+∞∑

p=0

λ(s−)p−⌊δp⌋ · λ(s+)⌊δp⌋.Si maintenant δ = c/(c+ d) est rationnel ave
 un dénominateur D = c+ d, la série F [1]
M se ré
rit

F
[1]
M (s,w) =




D−1∑

j=0

λj−⌊δj⌋(s−)λ⌊δj⌋(s+)





∑

k≥0

(λd(s−)λc(s+))k


 .C'est une fra
tion rationnelle par rapport aux deux variables X = λ(s+) et Y = λ(s−) et de laforme

F
[1]
M (s,w) =

P (λ(s+), λ(s−))

Q(λ(s+), λ(s−))où P et Q sont des polyn�mes de degré total au plus D,
P (X,Y ) :=

D−1∑

j=0

X⌊δj⌋ · Y j−⌊δj⌋, Q(X,Y ) = 1 −XcY d.Les singularités de F [1]
M (s,w) sont uniquement due au dénominateur qui peut s'é
rire 1−ψ(s,w)Dave


ψ(s,w) := λ1−δ(s−)λδ(s+).Le dénominateur s 7→ 1 − ψ(s,w)D s'annule pour toutes les valeurs de s telles que
ψ(s,w) = exp[2iKπ/D] ave
 0 ≤ K < D.Cela signi�e que la fon
tion Ψ := logψ satisfait

Ψ(s,w) := (1 − δ)Λ(s−) + δΛ(s+) =
2iLπ

D
, ave
 L ∈ Z.Pour w = 0, on a Ψ(s,w) = Λ(s) = 2iLπ/D, et le théorème des fon
tions impli
ites peut êtreappliqué. Pour tout L, 
ela dé�nit une 
ourbe sur un petit voisinage de w, de la forme s = σL(w),qui 
ontient les zéros du dénominateur 1−ψ(s,w)D, et les p�les éventuelles de F [1]

M (s). Les zérosles plus pro
hes de 1 sont relatifs aux L tels que |L| = 1.Nous dé
rivons d'abord le 
omportement de la fon
tion Ψ(σ + it, w) quand σ − 1, t, w et ǫ sontpetits. Ave
 le développement de Λ(s) autour de 1,
Λ(s) = −B(s− 1) +A(s) · (s − 1)2 ave
 A(s) :=

1

2
Λ′′(1 + sθ) > 0, θ ∈ [0, 1],et B := |Λ′(1)|, nous déduisons, en utilisant (1 − δ)(σ− − 1) + δ(σ+ − 1) = (σ − 1) + ǫw,le développement suivant pour la partie réelle et imaginaire de la fon
tion Ψ := logψ autourde(s,w) = (1, 0),

ℜΨ(s,w) = −[(σ − 1) − ǫw]B +

+A(s)
[
−t2 + (σ − 1)2 − 2(σ − 1)ǫw + ǫ2w2 + δ(1 − δ)w2

]

ℑΨ(s,w) = −Bt+ 2tA(s)[(σ − 1) + ǫw].104



4.3. Analyse du pseudo quasi-inverse Hs,wLorsque t, w, ǫ sont d'ordre O(1/D) et σ − 1 d'ordre O(1/D2), les parties réelles et imaginairesde Ψ satisfont
ℑΨ = −Bt+O(

1

D3
), ℜΨ = −[(σ − 1) + ǫw]B +A(s)[−t2 + δ(1 − δ)w2] +O(

1

D3
).Il devient alors fa
ile de prouver le lemme suivant.Lemme 6 Soit λ(s) la valeur propre dominante de l'opérateur Gs, ψ(s,w) la fon
tion

ψ(s,w) := λ1−δ(s−) · λδ(s+) = λ1−δ(s− (δ − ǫ)w) · λδ(s+ (1 − δ + ǫ)w),

Λ := log λ, et Ψ := logψ. Il existe sept 
onstantes K0,K1,K2,K3,K4,K5,K6 telles que pourtout entier D ≥ 1, pour tout rationnel δ ∈]0, 1[ de dénominateur D, les propriétés suivantes sontvéri�ées :
(i) Quand (s,w, ǫ) satisfait

|t| ≤ K0/D, |σ − 1| ≤ K1/D
2, w réel , |w| ≤ K2/D, 1/D ≤ |ǫ| ≤ K3/Dalors les parties réelle et imaginaire de Ψ(s,w) véri�ent

|ℑΨ(s,w)| ≤ (3π)/(2D), ℜΨ(s,w) ≤ K4/D
2,et l'équation ψ(s,w)D = 1 admet une unique ra
ine s := σ(w) tel que ψ(σ(w), w) = 1.

(ii) Quand (s,w, ǫ) satisfait
|t| ≤ K0/D, σ − 1 = −K1/D

2, w réel , |w| ≤ K2/D, 1/D ≤ |ǫ| ≤ K3/D,alors une des deux 
onditions suivantes est satisfaite pour la partie réelle et imaginaire de Ψ(s,w),
ℜΨ(s,w) ≥ K5/D

2 ou π/(2D) ≤ ℑΨ(s,w) ≤ (3π)/(2D).

(iii) Quand (s,w, ǫ) satisfait
K0/D < |t| ≤ K ′

0, |σ − 1| ≤ K1/D
2, w réel , |w| ≤ K2/D, 1/D ≤ |ǫ| ≤ K3/D,alors ℜΨ(s,w) ≤ −K6/D

2, et ψ(s,w) véri�e |ψ(s,w)| ≤ exp(−K6/D
2).4.3.2.3 Terme dominant. Propriétés de la fon
tion σ.Il est aussi né
essaire d'étudier la fon
tion w → σ(w) qui est dé�nie dans un voisinage de

w = 0 par la relation Ψ(σ(w), w) = 0.Lemme 7 Soit σ la fon
tion dé�nie dans un voisinage de w = 0 par l'équation Ψ(σ(w), w) = 0.Cette fon
tion qui dépend des paramètres δ, ǫ, admet une dérivée se
onde qui est uniformémentbornée en δ, ǫ.Preuve. Nous avons :
(1 − δ)[σ′(w) − δ − ǫ]Λ′(σ−(w)) + δ[σ′(w) + (1 − δ + ǫ)]Λ′(σ+(w)) = 0, 105



Chapitre 4. Analyse des opérateurs de transfertsi bien que la dérivée σ′(w) peut s'é
rire 
omme une homographie F deX(w) = Λ′(σ−(w))/Λ′(σ+(w))sous la forme
σ′(w) =

(1 − δ)(δ − ǫ)X(w) − δ(1 − δ + ǫ)

(1 − δ)X(w) + δ
= F (X(w)).Il est su�sant de borner les dérivées de F ′ et X ′. Des propriétés bien 
onnues de 
onvexité de Λimplique la borne

exp(−L|w|) ≤ X(w) :=
Λ′(σ−(w))

Λ′(σ+(w)
≤ exp(L|w|),ainsi A1 < X(w) < A2 pour |w| < 1, et �nalement la dérivée σ′(w) est uniformément bornéepour |w| < 1. Ensuite, la dérivée X ′(w) qui est donnée par

X ′(w)

X(w)
= (σ′(w) − δ − ǫ)

Λ′′(σ−(w))

Λ′(σ−(w))
− (σ′(w) + (1 − δ + ǫ))

Λ′′(σ+(w))

Λ′(σ+(w))est aussi uniformément bornée pour |w| ≤ 1. D'un autre 
oté, la dérivée F ′ satisfait
F ′(X) =

δ(1 − δ)

((1 − δ)X(w) + δ)2
soit 0 ≤ F ′(X) ≤ eLpour |w| ≤ 1, et |σ′′| est de fait uniformément bornée par une 
onstante K.4.3.2.4 Fin de la preuve du théorème 14La proposition 15 ré
apitule toutes les propriétés analytiques de la série génératri
e asso
iéeau paramètre M . Comme la série est la valeur de Hs,w pour la fon
tion 
onstante 1, le tout prisen 0, les propriétés analytiques de la séries sont aussi 
elles du quasi-inverse.La région pro
he de l'axe réel donne lieu à deux régions, délimitées par la ligne horizontale

|ℑs| = K0/D du lemme 6.Région 1. |t| ≤ K0/D, |σ−1| ≤ K1/D
2. Nous utilisons la propriété (i) du lemme 6 qui prouveque l'équation ψ(s,w)D = 1 admet une unique ra
ine s := σ(w) qui satisfait ψ(s,w) = 1.Évaluation du résidu en s = σ(w). Autour de s = σ(w), on a

F
[1]
M (s,w) ∼ 1

s− σ(w)

−1

ψ′
s(σ(w), w)

1

D

D−1∑

j=0

λj−j′(σ(w)−)λj′(σ(w)+) (4.3)Pour simpli�er les notations, nous é
rivons σ pour σ(w).I
i, on a λ(σ−) > 1 > λ(σ+) et λ(σ+) = λ
δ−1

δ (σ−). Alors
D−1∑

j=0

λj−⌊δj⌋(σ−) · λ⌊δj⌋(σ+) ≥
D−1∑

j=0

λj−δj(σ−) · λδj(σ+) = D.Dans la même veine,
D−1∑

j=0

λj−⌊δj⌋(σ−) · λ⌊δj⌋(σ+) ≤
D−1∑

j=0

λj+1−δj(σ−) · λδj−1(σ+) = D
λ(σ−)

λ(σ+)
.En 
ombinant 
es résultats, le résidu en s = σ(w) satisfait

1

|ψ′
s(σ(w), w)| ≤ Ress=σFM (s) ≤ λ(σ−)

λ(σ+)
· 1

|ψ′
s(σ(w), w)| ,106



4.3. Analyse du pseudo quasi-inverse Hs,w
e qui donne le résultat puisque λ(σ−), λ(σ+), ψ′
s(σ(w), w) admettent des bornes inférieures etsupérieures dans un voisinage de w = 0 qui ne dépend pas de δ, ǫ.Majoration de ℜs = 1 −K1/D

2, |ℑs| ≤ K0/D. On a
|F [1]

M (s)| ≤ 1

|ψ(s)D − 1| · |B(s)| ave
 B(s) :=

D−1∑

j=0

λ(s−)j−⌊δj⌋ · λ(s+)⌊δj⌋.I
i, 
haque terme |λ(s−)|, |λ(s+)| est en exp[O(1/D)] si bien que 
haque terme B(s) a un moduleplus petit que K10, et �nalement |B(s)| ≤ K10 ·D. D'un autre 
oté, la propriété (ii) du lemme6 entraîne que
|ψ(s)D − 1| ≥ 1 ou |ψ(s)D − 1| ≥ exp[K5/D] − 1 ≥ K5/Dsoit

|F [1]
M (s)| ≤ K12 ·D2Minoration de s−σ(w). Nous prouvons que le p�le σ(w) n'est pas trop pro
he de la ligne verti
ale

ℜs = 1 − C/D2 lorsque w est réel et satisfait |w| ≤ C/D. Nous utilisons le lemme 7 qui montreque |σ′(w) − σ′(0)| ≤ K|w|. Comme la dérivée de σ′ est égale à −ǫ en w = 0, la dérivée σ′(w)véri�e
−ǫw − 1

2
|ǫ| < σ′(w) < −ǫw +

1

2
|ǫ| pour |w| ≤ ǫ

2K
.Finalement, nous avons |σ(w)−1| ≤ 2|ǫ|·|w| ≤ K ′

4/(2D
2) dès que |w| est majoré ǫ/(2K) ≤ K ′

4/D.Or, si s appartient à la ligne verti
ale ℜs = 1 − K1/D
2, nous avons |s − σ(w)| ≥ K ′

4/(2D
2) à
ondition que K1 ≥ K ′

4.D'un autre 
oté, on a
σ(w0) − 1 < 0, |σ(w0) − 1| ≥ 1

2
|ǫ| · |w| ≥ ǫ2

4Kaussit�t que w0 est du même signe que ǫ et |w0| = ǫ/2K .Région 2. K0/D < |t| ≤ K ′
0, |σ − 1| ≤ K1/D

2, w réel , |w| ≤ K2/D. Nous rappelons latroisième propriété du lemme 6 : dans 
ette région, ψ(s,w) est majorée en module par |ψ(s,w)| ≤
exp(−K/D2) < 1. Comme max(1, |λ(s−)|, |λ(s+)|−1

) ≤ K, on a
|λ(s−)|p−⌊δp⌋ ≤ K|λ(s−)|p−δp, |λ(s+)|⌊δp⌋ ≤ K · λ(s+)δpet la série FM (s,w) satisfait
|FM (s,w)| ≤ K2

∞∑

p=0

ψ(s,w)p ≤ K2 1

1 − ψ(s,w)
≤ K8D

2.Ce
i termine l'analyse dans la zone autour de (1, 0). Pour la zone intermédiaire, le travail estidentique à l'autre pseudo-quasi-inverse. En parti
ulier, nous venons d'établir toutes les propriétésdu théorème 14 
on
ernant le pseudo-quasi-inverse Hs,w.
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Chapitre 4. Analyse des opérateurs de transfert4.4 Con
lusionDans 
ette partie, nous avons adapté les travaux et la démar
he de Baladi et Vallée aux deuxpseudo-quasi-inverses. L'analyse suit toujours un dé
oupage en trois zones. La première zone est lazone éloignée de l'axe réel où les majorations à la Dolgopyat s'appliquent très simplement. Ainsi,nous montrons que 
ette zone n'admet pas de p�le. La deuxième zone est 
elle autour de (1, 0).Là en
ore, les idées restent les mêmes. La dé
omposition spe
trale des opérateurs de transfertentraîne une dé
omposition des pseudo-quasi-inverses en un terme dominant et plusieurs termesde reste. Les termes de reste sont très vite traités sur des voisinages adéquat. En parti
ulier, 
estermes n'apportent pas de p�le dans le voisinage. Le terme dominant fait apparaître une fra
tionrationnelle dont de dénominateur est de la forme 1 − ψ(s,w)D. Cette fra
tion admet un uniquep�le dans un voisinage de la forme {s : |ℜs − 1| < K/D2} × W où D est le dénominateur desparamètres. Finalement, dans la zone intermédiaire il est fa
ilement démontré que les pseudo-quasi-inverses n'admettent pas de p�le. En 
ollant les trois zones, nous obtenons la propriété
US(s,w) dans un voisinage dont la taille est d'ordre 1/D2Toutes 
es analyses fon
tionnent par
e que les pseudo-quasi-inverses 
orrespondent à un dé
ou-page en deux ou trois parties régulières de l'exé
ution. En essayant d'étudier l'équivalent duparamètre N des polyn�mes (voir théorème 11), l'opérateur suivant apparaît naturellement

Gs−pw ◦ Gs−(p−1)w ◦ . . . ◦ Gs−w.Cette opérateur 
orrespond d'ailleurs à la version opérateur de la série génératri
e asso
iée à N .Contrairement aux pseudo-quasi-inverse, au
une grande puissan
e d'un opérateur de transfertapparaît, 
e qui, au voisinage de 0 pose des problèmes pour la dé
omposition.
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onstantes ρ des mêmes théorèmes). Pour 
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Chapitre 5. Cal
ul de 
onstantes spe
traleset
. Dans notre 
ontexte, les 
onstantes ρ sont liées à la valeur propre dominante d'opérateurs detransfert du système dynamique des fra
tions 
ontinues. Nous dé
rivons une méthode générale,appelée méthode DFV, qui appro
he 
es valeurs propres. Nous en déduisons des algorithmes pourle 
al
ul des 
onstantes ρ mais aussi des 
onstantes de Hensley, de Gauss-Kuz'min-Wirsing et desdimensions de Hausdor� qui sont toutes des grandeurs importantes pour les fra
tions 
ontinues.Ces algorithmes montrent que les 
onstantes asso
iées sont 
al
ulables en temps polynomial,
'est-à-dire qu'il existe un réel r > 0 tel que les d premiers digits sont 
al
ulables en temps
O(dr).Nous 
ommençons par dé
rire la méthode DFV avant d'introduire les di�érentes 
onstantes.Dans la deuxième partie, nous donnons des 
onditions su�santes pour pouvoir utiliser la méthodeet nous prouvons sa 
onvergen
e sous 
es 
onditions. L'utilisation de la méthode DFV a�nd'obtenir des valeurs prouvées, suppose de savoir 
al
uler 
ertaines 
onstantes. Ce
i sera l'objet dela troisième partie. Finalement, nous terminerons ave
 les algorithmes qui 
al
ulent les di�érentes
onstantes.5.1.1 La méthode DFVLa méthode DFV tire son nom de ses trois auteurs Daudé, Flajolet et Vallée qui l'ont introduitdans [DFV97℄ et qui fut réutilisée plus tard dans [FV00, Val98b℄. La méthode DFV appro
heune partie �nie du spe
tre des opérateurs de transfert mais ses auteurs n'ont pas prouvé 
ette
onvergen
e. Dans la suite, nous en apportons la preuve en exhibant une vitesse expli
ite.En dimension �nie, il existe plusieurs algorithmes qui 
al
ulent les valeurs propres d'un opé-rateur ou d'une matri
e. Malheureusement, les opérateurs de transfert n'agissent en général passur des espa
es de dimension �nie et le 
al
ul exa
t des valeurs propres est alors presque toujoursimpossible. Cependant, lorsque les opérateurs de transfert agissent sur l'espa
e des fon
tionsanalytiques, ils peuvent être vus 
omme des matri
es in�nies M = (Mi,j)1≤i,j≤∞. La méthodeDFV 
onsidère les matri
es tronquées Mn = (Mi,j)1≤i,j≤n et 
al
ule leurs valeurs propres. Enutilisant des résultats de [ALL01℄, nous montrons que pour toute valeur propre isolée λ de M, ilexiste une suite λn de valeurs propres de Mn qui 
onverge vers λ.Nous �xons D un disque de 
entre x0 dans le plan 
omplexe et 
onsidérons un opérateur Gqui agit sur l'espa
e A∞(D) des fon
tions analytiques sur D et 
ontinues sur le bord de D,

A∞(D) := {f : D → C; f analytique sur D et 
ontinue sur D}.Pour f dans A∞(D), les développements de Taylor de f et G[f ] en x0 existent et l'opérateur Gpeut être vu 
omme une matri
e in�nie M = (Mi,j)0≤i,j≤∞ où le 
oe�
ient Mi,j est le 
oe�
ientde (z − x0)
i dans G[(z − x0)

j ](z),
Mi,j := [(z − x0)

i] G[(z − x0)
j ](z).La matri
e Mn = (Mi,j)0≤i,j≤n est la matri
e d'un opérateur tronqué dont on regarde l'a
tionsur les polyn�mes Pn de degrés au plus n. Si πn est l'opérateur de tron
ature du développementde Taylor à l'ordre n,

πn[f ](z) =

n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(z − x0)

k, (5.1)alors Mn est la matri
e de l'opérateur πn ◦ G|Pn . Il est à noter que l'opérateur πn ◦ G et lamatri
e Mn ont le même spe
tre.La méthode DFV suit trois grandes étapes :110



5.1. Introdu
tion1. Cal
uler la matri
e tronquée Mn,2. Cal
uler le spe
tre de Mn,3. Extraire la ou les valeurs propres qui o�rent un intérêt.Dans la suite, nous nous intéressons essentiellement à l'unique valeur propre dominante λ desopérateurs de transfert. Dans [DFV97℄, les auteurs ont observé que pour n grand, la matri
e Mnadmet aussi une unique valeur propre dominante λn et que 
elle-
i semble 
onverger vers λ ave
une vitesse exponentielle. Ils ont 
onje
turé le résultat suivant : Il existe deux 
onstantes n0, Ket un réel θ < 1 tels que pour tout n ≥ n0, |λn − λ| ≤ Kθn.
opérateur

Matrice

Difficile

calcul matriciel

valeur propre

valeur propreMn λn

λG

|λn − λ| ≤ Kθn

Nous allons prouver que 
e résultat est vrai pour toute valeur propre isolée des opérateurs detransfert dès que le système dynamique asso
ié admet des bran
hes inverses fortement 
ontra
-tantes (hypothèse BFC). Maintenant si les matri
es Mn sont 
al
ulables en temps polynomial,la méthode DFV o�re un moyen de 
al
ul en temps polynomial des valeurs propres isolées desopérateurs de transfert.Nous dé
rivons maintenant plusieurs types de 
onstantes qui jouent un r�le important pourle système dynamique des fra
tions 
ontinues. Ces 
onstantes s'expriment toutes en fon
tiondes valeurs propres des opérateurs de transfert et en s'appuyant sur la méthode DFV, nousproposerons des algorithmes pour les 
al
uler.5.1.2 Constante de Gauss-Kuz'min-WirsingAutour de 1800, Gauss [Gau07℄ a étudié l'évolution de la distribution initiale sous l'e�et desitérés du shift T des fra
tions 
ontinues. Il introduit un opérateur pro
he du transformateur dedensité G et montre qu'il existe une densité g(x) = (1/ log 2)(1 + x)−1 invariante sous l'a
tionde T (i.e. G[g] = g). Il 
onje
tura que 
ette densité est une densité limite 
'est-à-dire quequelque soit la densité initiale f , les densités su

essives après itérations de T 
onvergent vers
g, autrement dit Gn[f ] 
onverge vers g. Un siè
le plus tard, Kuz'min [Kuz28℄ et Lévy [L�29℄ ontdémontré la 
onje
ture. Il était alors important d'obtenir la vitesse de 
onvergen
e optimale de
Gn[f ] vers g. Autour de 1975, Babenko [Bab78℄ et Wirsing [Wir74℄ ont 
omplètement résolule problème et ont montré que la vitesse était exponentielle. Le rapport est donné par l'uniquevaleur propre sous-dominante du transformateur de densité dont Wirsing a montré qu'elle étaitréelle et négative. Cette 
onstante, appelée Constante de Gauss-Kuzmin-Wirsing et notée γG, nesemble pas liées à d'autres 
onstantes. Elle a été 
al
ulée dans [DFV97℄ ave
 30 
hi�res après lavirgule en utilisant la méthode DFV,

γG ≈ −0.30396355092701333 . . .Ave
 des méthodes similaires, Sebah (non publié) et Briggs [Bri03℄ ont amélioré la pré
ision à100 
hi�res et 385 
hi�res. Cependant, la méthode DFV implique qu'il existe un algorithmepolynomial pour 
al
uler la 
onstante γG (si l'on admet pour l'instant que les matri
es sont
al
ulables en temps polynomial). 111



Chapitre 5. Cal
ul de 
onstantes spe
trales5.1.3 Constante de HensleyLe nombre de divisions que l'algorithme d'Eu
lide e�e
tue est historiquement le premierparamètre qui a été étudié. Lamé [Lam45℄ a mis en éviden
e le pire des 
as, Heilbronn [Hei69℄et Dixon [Dix70℄ ont indépendamment e�e
tué l'analyse en moyenne et �nalement, Hensley aprouvé la loi limite gaussienne [Hen94℄. Le nombre de divisions est un 
oût à 
roissan
e modéréeet forme aussi un 
as parti
ulier des résultats de Baladi et Vallée. Sur l'ensemble des entrées detaille n, l'espéran
e et la varian
e du nombre de divisions P s'expriment en fon
tion des deuxpremières dérivées de la valeur propre dominante λ(s) de l'opérateur de transfert Gs,
En[P ] ∼ −2

λ′(1)
n, Vn[P ] ∼ 2

λ′′(1) − λ′(1)2

λ′(1)3
n. (5.2)La première dérivée λ′(1) est au signe près l'entropie du système dynamique des fra
tions 
onti-nues. Puisque la densité invariante (qui est la densité de Gauss) est 
onnue, l'entropie est expli
iteet λ′(1) vaut −π2/(6 log 2). La 
onstante qui apparaît dans le terme dominant de la varian
e estappelée 
onstante de Hensley et est notée γH . Elle s'exprime en fon
tion de la dérivée se
onde

λ′′(1) qui n'est reliée jusqu'à aujourd'hui à au
une autre 
onstante 
onnue. La 
onstante deHensley a d'abord été 
al
ulée dans [FV00℄ ave
 la méthode DFV,
γH ≈ 0.516024 . . .Dans la suite, nous proposons un algorithme polynomial qui 
al
ule γH ave
 une pré
ision prou-vée.5.1.4 Dimension de Hausdor� de fra
tions 
ontinues 
ontraintesSoit E un sous ensemble de N⋆. Dans le 
ontexte des fra
tions 
ontinues, l'ensemble de Cantorde CE désigne l'ensemble des réels de l'intervalle [0, 1] dont le développement en fra
tion 
ontinueest 
ontraint à E ,

CE := {x ∈ [0, 1];x = [m1, . . . ,mi, . . .], ∀i, mi ∈ E},où x = [m1, . . . ,mi, . . .] signi�e
x =

1

m1 +
1

m2 +
1. . . .Dès que E est di�érent de N⋆, l'ensemble CE est un ensemble non dénombrable de mesure deLebesgue nulle. Sa dimension de Hausdor� sE est alors adaptée pour en faire une des
riptionpré
ise. En parti
ulier, la probabilité qu'un rationnel dont le numérateur et le dénominateur sontplus petits que n appartient à CE est Θ(n2sE−2). Lorsque E est �ni, les réels de CE sont aussitrès intéressants puisqu'ils sont tous di�
ilement estimables par des rationnels [Sha92℄.Si l'ensemble E 
ontient plus de deux éléments, la dimension de Hausdor� de CE est un réel sEde ]0, 1[. Hensley [Hen92, Hen96℄ et Vallée [Val98b℄ ont montré que sE est liée à l'unique valeurpropre dominante λE(s) de l'opérateur de transfert 
ontraint Gs,E :

Gs,E [f ](x) =
∑

m∈E

1

(m+ x)2s
f(

1

m+ x
).112



5.2. Hypothèses de 
onvergen
e pour la méthode DFVLa dimension sE est l'unique s tel que λE(s) = 1.La dimension de Hausdor� relative à l'ensemble E = {1, 2} a été intensivement étudiée. En1941, Good [Goo41℄ a montré que 0.5194 ≤ s{1,2} ≤ 0.5433 et en 1982, Bumby [Bum82, Bum85℄améliore l'estimation et obtient s{1,2} = 0.5313±10−4 . En 1996, Hensley [Hen96℄ dé
rit le premieralgorithme en temps polynomial dans la 
as d'un ensemble �ni E et obtient la valeur suivante
s{1,2} ≈ 0.5312805062772051416.Finalement en 1999, Jenkinson et Polli
ott [JP99℄ ont développé une algorithme e�
a
e, basésur les points �xes des bran
hes inverses, et ont 
al
ulé les 25 premiers 
hi�res signi�
atifs de

s{1,2}. Leur algorithme n'est toutefois pas polynomial.La méthode DFV a déjà été appliquée ave
 des ensembles généraux E . Elle se généralise aussitrès fa
ilement à des 
ontraintes périodiques [Val98b℄ du type E0 × . . . × Ek−1 qui signi�e quel'entier mi dans le développement en fra
tion 
ontinue appartient à Ei mod k. Sur 
es ensembles,nous montrerons que la méthode 
onverge et dans le 
as non-périodique, nous donnerons unalgorithme polynomial pour 
al
uler sE .5.1.5 Constantes ρLes 
onstantes ρ(c) et ρ[δ] sont données par les théorèmes 5 et BV . La première fait intervenirles 
inq premières dérivées de la valeur propre dominante λ(s,w) de l'opérateur de transfertpondéré relatif à c. La se
onde, fait uniquement intervenir les deux premières dérivées de λ(s) où
λ(s) est la valeur propre dominante de l'opérateur de transfert Gs. Le 
al
ul de la 
onstante deHensley et de ρ[δ] sont don
 similaires et passent par le 
al
ul de λ′′(1). Comme pour la 
onstantede Hensley, nous proposerons don
 un algorithme polynomial pour évaluer ρ[δ].La 
onstante ρ(c) fait intervenir un opérateur de transfert di�érent. Pour l'opérateur pondéré,nous n'avons pas réussi à 
al
uler les 
onstantes qui apparaissent dans la vitesse de 
onvergen
e(nous verrons pourquoi 
'est di�
ile) et qui sont né
essaires pour 
ontr�ler l'erreur sur le 
al
uldes valeurs propres. Nous ne somme don
 pas en mesure de donner une valeur prouvée de ρ(c)pour un 
oût primitif c �xé, mais la méthode DFV 
onverge toujours et une valeur fortementprobable peut être donnée.5.2 Hypothèses de 
onvergen
e pour la méthode DFV5.2.1 Systèmes à bran
hes fortement 
ontra
tantesComme expliqué dans la se
tion pré
édente, nous souhaitons prouver la 
onvergen
e de laméthode DFV. Dans 
e 
ontexte, il est naturel de poser la dé�nition suivante.Dé�nition 8 (Opérateur ave
 de bonnes tron
atures) Soit D un disque de 
entre x0 et
G un opérateur qui agit sur A∞(D). Posons également πn la proje
tion dé�nie par la formule5.1 et Gn := πn ◦G. L'opérateur G a de bonnes tron
atures si la propriété suivante est véri�ée :il existe θ < 1, tel que pour toute valeur propre isolée λ de l'opérateur G, il existe K > 0, unentier n0 et une séquen
e λn de valeurs propres de Gn pour laquelle

|λn − λ| ≤ Kθn, ∀n ≥ n0.Le réel θ est appelé le rapport de tron
ature. 113
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Fig. 5.1 � Bran
hes fortement et très fortement 
ontra
tantesNous avons vu, en introduisant la 
ondition UNI, la propriété de 
ontra
tion des bran
hesinverses, i.e,
∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, ∀h ∈ Hn, |h′| < 1.Cette propriété de 
ontra
tion implique de bonnes propriétés sur le système dynamique. Elleentraîne aussi que l'image d'un intervalle par une bran
he inverse a une mesure stri
tement pluspetite que l'intervalle de départ. Pour démontrer la 
onvergen
e de la méthode DFV, nous devonssupposer un peu plus 
e qui motive la dé�nition suivante.Dé�nition 9 (Bran
hes Fortement Contra
tantes) Un système dynamique holomorphe estdit à bran
hes fortement 
ontra
tantes (Propriété BFC) s'il existe deux disques 
on
entriques DSet DL, de rayons respe
tifs RS < RL et tels que pour toute bran
he inverse, l'image du granddisque fermé DL (L = large) est 
ontenu dans l'image du petit disque DS (S = small).Un système dynamique à bran
hes fortement 
ontra
tantes est dit à bran
hes très fortement
ontra
tantes (Propriété BTFC) s'il existe k > 1 et un troisième disque DXL (L = extra−large)
on
entriques ave
 DS et DL, de rayon RXL ave
 RXL > RL et tel que toute bran
he inverse hde profondeur k satisfait h(DXL) ⊆ DS.La �gure 5.1 résume les deux propriétés de 
ontra
tion. Les opérateurs de transfert 
lassiques,
ontraints ou pondérés qui interviennent dans les 
onstantes sont tous de la forme

Gs,A[f ] =
∑

h∈A

αs
h f ◦ h,114



5.2. Hypothèses de 
onvergen
e pour la méthode DFVoù αh est soit |h′|, soit ewc(h)|h′| et où A ⊆ H. Pour un disque D sur lequel toutes les fon
tions
αh sont dé�nies, nous notons δ(s,A,D) la quantité

δ(s,A,D) :=
∑

h∈A

sup
x∈D

|αh|ℜ(s).Nous donnons maintenant le premier résultat important pour le 
al
ul des 
onstantes.Théorème 15 (Les opérateurs de transfert ont de bonnes tron
atures) Pour un systèmedynamique holomorphe à bran
hes fortement 
ontra
tantes sur les disques DS et DL, si δ(s,A,DL) <
∞ , alors l'opérateur de transfert Gs,A : A∞(DS) → A∞(DL) satisfait les points suivants :(i) Gs,A est 
ompa
t et son spe
tre est formé de valeurs propres isolées de multipli
ité �nie,ex
epté en 0.(ii) Pour tout réel s tel que δ(s,A,DL) 
onverge, l'opérateur Gs,A admet une unique valeurpropre dominante simple, positive et isolée du reste du spe
tre par un saut spe
tral.(iii) Pour tout réel s tel que δ(s,A,DL) 
onverge, l'opérateur Gs,A a de bonnes tron
atures.Le rapport de tron
ature θ satisfait θ ≤ RS/RL où RS et RL sont les rayons des disques

DS et DL.(iv) Si le système dynamique est à bran
he très fortement 
ontra
tantes sur les disques DXL,
DL et DS, alors le rapport de tron
ature θ satisfait θ ≤ RS/RXL où RS et RXL sont lesrayons des disques DS et DXL.Le pré
édent théorème est fondamental puisqu'il montre que la méthode DFV 
onverge ave
les opérateurs de transfert 
lassiques, pondérés et 
ontraints asso
ié à un système dynamique àbran
hes fortement 
ontra
tantes.5.2.2 Exemples de systèmes à bran
hes fortement 
ontra
tantesNous 
onsidérons i
i trois algorithmes eu
lidiens rapides : l'algorithme d'Eu
lide standard S,l'algorithme d'Eu
lide 
entré C et l'algorithme d'Eu
lide impair I. Ces trois algorithmes sont liésà des systèmes dynamiques (I, T ), où T est de la forme

T (x) :=

∣∣∣∣
1

x
− V

(
1

x

)∣∣∣∣ ,ave
 VS(u) la partie entière de u, VC(u) le plus pro
he entier de u et VI(u) le plus pro
he entierimpair de u. Les intervalles IS et II sont égaux à [0, 1] alors que l'intervalle IC est égal à [0, 1].Les ensembles de bran
hes inverses pour 
ha
un de 
es systèmes dynamiques sont donnés par,
HS = {x→ 1

m+ x
; m ≥ 1}, HC = {x→ 1

m+ ǫx
; ǫ = ±1, (m, ǫ) ≥ (2,+1)}

HO = {x→ 1

m+ ǫx
; ǫ = ±1,m impair, (m, ǫ) ≥ (1,+1)}où l'ordre ≥ est l'ordre lexi
ographique. Dans les trois 
as, les systèmes dynamiques sont àbran
hes fortement 
ontra
tantes et les paramètres (x0, RS , RL) peuvent être 
hoisit de la ma-nière suivante,

S : (1, 1, 3/2), C : (1/4, 5/12, 3/4), I : (1, 1, 3/2).Ainsi, les rapport de tron
ature satisfont θS = θI = 2/3 et θC = 5/9.Pour les trois algorithmes d'Eu
lide, la méthode DFV s'applique et 
onstitue la seule méthode(à notre 
onnaissan
e) permettant d'évaluer l'équivalent de la 
onstante de Hensley ou des
onstantes ρ pour les algorithmes 
entré et impair. 115



Chapitre 5. Cal
ul de 
onstantes spe
trales5.3 Preuve de la 
onvergen
e de la méthode DFVNous prouvons maintenant le théorème 15 et expli
itons les 
onstantes n0, K et θ. Lesdeux premiers résultats sont des résultats 
lassiques qui se démontrent très aisément à partir destravaux de Mayer [May79℄. Nous nous 
on
entrons don
 sur les troisième et quatrième assertions.La preuve que nous proposons est basée sur deux résultats prin
ipaux. Le premier est un résultat
lassique d'Analyse Fon
tionnelle qui dit que deux opérateurs pro
hes en norme ont des spe
treségalement pro
hes. Le se
ond résultat montre que la propriété forte de 
ontra
tion entraîne la
onvergen
e en norme des opérateurs tronqués vers l'opérateur de transfert.5.3.1 Analyse fon
tionnelleSoit (B, || ||) un espa
e de Bana
h 
omplexe et G un opérateur qui agit sur B. Le spe
tre de
G est noté SpG. Soit λ une valeur propre de G et C = C(λ, r) un 
er
le de 
entre λ et de rayon
r qui isole λ du reste du spe
tre. En parti
ulier, r satisfait r < d(λ,SpG\{λ}). Les 
onstantes
αC(G) et βC(G) dé�nies par

αC(G) := sup
z∈C

||(G − zI)−1||, (5.3)
βC(G) := max

{
1

2αC(G)
,

1

2rα2
C(G)

,
1

8r2α3
C(G)

}
, (5.4)jouent un r�le 
entral dans la suite. Elles interviennent d'abord dans le résultat fondamentalsuivant.Lemme 8 Soit G et G̃ deux opérateurs sur l'espa
e de Bana
h (B, || ||). Supposons que λ estune valeur propre simple et isolée de G asso
iée au ve
teur propre φ et posons C = C(λ, r) un
er
le qui isole λ du reste du spe
tre. Si G et G̃ satisfont ||G − G̃|| ≤ βC(G), alors l'opérateur

G̃ admet une unique valeur propre simple λ̃ à l'intérieur de C qui satisfait
|λ̃− λ| ≤ 2r · αC(G) · ||G̃[φ] − G[φ]||

||φ|| (5.5)
≤ 2r · αC(G) · ||G̃ − G||. (5.6)La 
ondition ||G − G̃|| ≤ βC(G) implique, à travers la dé�nition de βC(G), trois 
onditionsayant un obje
tif bien pré
is. La première 
ondition assure que le 
er
le C ne 
ontient pas devaleur propre de G̃. La se
onde 
ondition implique que λ̃ est l'unique valeur propre de G̃ dans

C. Finalement, il est possible de relier les deux espa
es propres asso
iés à λ et λ̃ ave
 la dernière
ondition.Le lemme pré
édent est un résultat 
lassique d'analyse fon
tionnelle que l'on peut retrouverdans le livre [ALL01℄. Il montre que la 
onvergen
e en norme d'opérateurs implique la 
onvergen
een module des valeurs propres isolées. A la pro
haine se
tion, nous montrons que les opérateurstronqués 
onvergent vers l'opérateur de transfert asso
ié entraînant la preuve du théorème 15.Nous utiliserons aussi le lemme pour le 
al
ul la 
onstante de Hensley (
f. se
tion 5.5.2).
116



5.3. Preuve de la 
onvergen
e de la méthode DFV5.3.2 Convergen
e des opérateurs tronqués pour des systèmes à bran
hesfortement 
ontra
tantesFixons un opérateur G : A∞(DS) → A∞(DL). Les valeurs propres non nulles de l'opérateurtronqué Gn = πn ◦ G et 
elles de la matri
e Mn sont identiques. Selon le lemme pré
édent, ilsu�t don
 de montrer la 
onvergen
e en norme de πn ◦Gn vers G pour prouver que la méthodeDFV 
onverge. C'est l'obje
tif du lemme suivant qui né
essite l'hypothèse BFC. Une preuverestreinte au 
adre des fra
tions 
ontinues peut aussi être trouvée dans [Hen04℄ ave
 des espa
esfon
tionnels légèrement di�érents.Lemme 9 Soit G : A∞(DS) → A∞(DL) un opérateur de norme ||G||DS ,DL
ave
 DS et DL
on
entriques et DS ( DL. Alors l'opérateur G a de bonnes tron
atures,

||πn ◦ G− G||DS
≤ ||G||DS ,DL

RL

RL −RS

(
RS

RL

)n+1

.Supposons de plus qu'il existe un très grand disque DXL 
on
entrique ave
 DL véri�ant DS (

DL ( DXL et tel qu'un itéré k de G satisfait G(A∞(DS)) ⊆ A∞(DXL). Alors pour tout ve
teurpropre φ de G,
||πn[φ] − φ||DS

||φ||DS

≤ ||φ||DXL

||φ||DS

· RXL

RXL −RS

(
RS

RXL

)n+1

.Preuve. Pour f ∈ A∞(DS), le ie 
oe�
ient ai du développement de Taylor de g := G[f ] en
x0 satisfait, ave
 la formule de Cau
hy, l'inégalité aiR

i
L ≤ ||g||DL

. Maintenant, la propriété BFCentraîne les inégalités suivantes,
||πn[g] − g||DS

≤ ||g||DL

∑

i>n

ai|z|i

≤ ||g||DL

∑

i>n

(
RS

RL

)i

= ||g||DL

RL

RL −RS

(
RS

RL

)n+1

.Le premier résultat vient dire
tement de la dé�nition de ||G||DS ,DL
. Pour le se
ond résultat,il faut remarquer que toute fon
tion propre φ appartient à A∞(DXL) puis appliquer la mêmedémar
he ave
 RXL au lieu de RL.Les systèmes dynamiques des algorithmes d'Eu
lide 
lassique, 
entré et impair satisfont la pro-priété BFC. Les opérateurs de transfert asso
iés admettent don
 tous de bonnes tron
atures etla méthode DFV s'applique alors à eux.5.3.3 Les paramètres θ, K et n0Nous retournons maintenant à l'opérateur de transfert Gs,A et nous 
onsidérons une valeurpropre simple λ isolée du reste du spe
tre par un 
er
le C = C(λ, r). La norme ||Gs,A||DS ,DL

estmajorée par δ(s,A,DL). Si la propriété BFC est véri�ée, l'entier n0 est le plus petit entier n telque
δ(s,A,DL)

RL

RL −RS

(
RS

RL

)n+1

≤ βC(Gs,A). 117



Chapitre 5. Cal
ul de 
onstantes spe
tralesSelon le lemme pré
édent, pour tout n ≥ n0, les opérateurs tronqués πn◦Gs,A (et les matri
esMnasso
iées) admettent une unique valeur propre λn à l'intérieur de C qui satisfait |λn−λ| ≤ Kθn+1ave

K = 2r · αC(Gs,A) · δ(s,A,DL) · RS

(RL −RS)
, et θ =

RS

RL
.Si la propriété BT FC est véri�ée, l'entier n0 reste le même mais les 
onstantes K et θ sontdonnées par

K = 2r · αC(Gs,A) · ||φ||DXL

||φ||DS

· RS

(RL −RS)
, et θ =

RS

RXL
.5.4 Cal
ul prouvé de 
onstantesDans la se
tion pré
édente, nous avons montré que la méthode DFV 
onverge et que les valeurspropres isolées des opérateurs de transfert sont appro
hées exponentiellement rapidement par lesvaleurs propres des matri
es tronquées Mn. Nous désirons maintenant 
onnaître expli
itementl'erreur 
ommise a�n de prouver un 
ertains nombre de 
hi�res après la virgule. Pour 
ela, il estné
essaire de 
onnaître les 
onstantes n0, K et θ. Ces 
onstantes sont de natures très di�érentes.Le rapport de tron
ature θ dépend uniquement de la propriété de 
ontra
tion forte des bran
hesinverses et prin
ipalement des rayons des disques DS , DL et DXL. Ces rayons et par suite θ, sontfa
iles à obtenir dès que les bran
hes inverses sont 
onnues.Les 
onstantes K et n0 s'expriment en fon
tion de αC(G) qui elle-même dépend du 
er
le

C = C(λ, r) isolant λ du reste du spe
tre. Pour trouver le 
er
le C, nous avons besoin d'uneestimation de λ et d'une borne inférieure du saut spe
tral autour de λ. Nous allons prouver auxlemmes 10 et 11 que 
'est possible dès lors que λ est la valeur propre dominante de l'opérateurde transfert 
ontraint ou 
lassique asso
ié au système dynamique des fra
tions 
ontinues.Une fois que C = C(λ, r) est 
onnu, le 
al
ul de K et n0 né
essite une borne supérieure de
βC(G) et par 
onséquent de αC(G). La 
onstante αC(G) fait intervenir la norme du quasi-inverse
(I− zG)−1 et une borne supérieure de 
ette norme est en général di�
ile à 
al
uler. Cependant,lorsque l'opérateur G est normal, il existe une expression exa
te de αC(G) donnée par

αC(G) =
1

d(C,G)
(5.7)(G est normal s'il 
ommute ave
 son dual G⋆). Mais être normal est une propriété rare qu'il estdi�
ile de montrer. Dans le 
as du système dynamique des fra
tions 
ontinues, les opérateursde transfert Gs,A ne sont pas normaux sur les espa
es A∞(D). Cependant, il existe un autreespa
e fon
tionnel, l'espa
e de Hardy Hs,A, qui dépend de s et de A où Gs,A est normal. Ilest à remarquer que la normalité ne semble pas être véri�ée pour les systèmes dynamiquesdes algorithmes d'Eu
lide 
entré et impair. Même si l'espa
e de Hardy et l'espa
e A∞(D) sontdi�érents, les normes asso
iées peuvent être 
omparées entraînant une borne supérieure pour

αC(Gs,A). Finalement, nous en arrivons au se
ond résultat important de 
ette partie.Théorème 16 (i) Le système dynamique des fra
tions 
ontinues satisfait la propriété de trèsforte 
ontra
tion BT FC.(ii) Pour tout sous-ensemble A ⊂ H de bran
hes inverses, les 
onstantes [K,n0, θ] sont
al
ulables.118



5.4. Cal
ul prouvé de 
onstantes(iii)Dès que la fon
tion zeta de Hurwitz ζA donnée par
ζA(s, x) =

∑

h[m]∈A

1

(m+ x)sest 
al
ulable en temps polynomial, il existe un algorithme polynomial qui 
al
ule λA(s) en tempspolynomial.Nous rappelons i
i qu'un algorithme est polynomial s'il utilise un nombre polynomial d'opérationsarithmétiques. Le reste de la se
tion 
ontient la preuve du théorème.5.4.1 Disques DS, DL et DXL et rapport de tron
ature θNous rappelons que nous nous limitons au 
as de l'algorithme d'Eu
lide 
lassique et dusystème dynamique des fra
tions 
ontinues. Nous 
onsidérons un sous-ensemble A de l'ensembledes bran
hes inverses H et nous notons A l'ensemble des indi
es de A. Si l'entier mA est leminimum de A, les disques DS et DL peuvent être 
hoisis de la manière suivante,
x0 :=

1

mA
, RS :=

1

mA
, RL :=

1

mA
+
mA

2
,

RS

RL
=

2

2 +m2
A

.De plus, l'opérateur Gs,A transforme A∞(DS) en un ensemble de fon
tions analytiques sur ledemi-plan {ℜ(z) > −mA}. On peut alors 
hoisir le disque DXL tout disque de 
entre x0 et derayon
RXL =

1

mA
+mA − ǫ, ǫ ∈]0,mA/2[,si bien que le rapport de tron
ature θ satisfait

θ =
RS

RXL
=

1

1 +m2
A − ǫmA

.Nous venons de montrer que le système dynamique des fra
tions 
ontinues satisfait la propriété
BT FC.5.4.2 Estimation de la valeur propre dominante λA(s) de Gs,ANous utilisons le résultat 
lassique suivant qui a déjà été utilisé dans [DFV97℄ :Soit G un opérateur qui agit sur un espa
e de fon
tions analytiques sur un intervalle [a, b].Supposons de plus que l'opérateur G est positif (i.e., G[f ] > 0 si f > 0) et qu'il admet uneunique valeur propre dominante λ isolée du reste du spe
tre par un saut spe
tral. S'il existedeux 
onstantes c1 et c2 et une fon
tion f analytique sur [a, b], stri
tement positive et telle que
c1f ≤ G[f ] ≤ c2f , alors la valeur propre dominante λ satisfait c1 ≤ λ ≤ c2.Soit mA le minimum de A et MA son supremum (éventuellement in�ni). Par 
onvention, si MAest in�ni, nous posons hMA

= 0. Chaque bran
he inverse hMA
◦hmA

et hmA
◦hMA

admet 
ommeunique point �xe respe
tif aA et bA. Le disque DA de rayon [aA, bA] est le plus petit disquetransformé en lui-même par toutes les bran
hes de A. L'appli
ation du résultat pré
édent ave
l'opérateur Gs,A et la fon
tion f = 1 pour la borne supérieure et f = 1/(1+βx)2s pour la borneinférieure, 
onduit à une estimation de λA(s) faisant intervenir la fon
tion zeta de Hurwitz ζArestreinte à A,
ζA(s, x) :=

∑

m∈A

1

(m+ x)s
. 119



Chapitre 5. Cal
ul de 
onstantes spe
tralesLemme 10 Soit β le réel β = (−mA +
√
m2

A + 4)/2. La valeur propre dominante λA(s) admetl'en
adrement suivant,
ζA(2s, β) ≤ λA(s) ≤ ζ(2s, 0)Pour obtenir le résultat pré
édent, nous avons utilisé l'intervalle [a, b] = [0, 1]. Comme la fon
tion

x → (1 + βx)2sζA(2s, β + x) est 
roissante, les estimations pré
édentes peuvent être amélioréesen utilisant le point �xe aA,
(1 + βaA)2sζA(2s, β + aA) ≤ λA(s) ≤ ζ(2s, aA).Preuves. Pour la borne supérieure, nous utilisons la fon
tions 
onstantes 1. Nous obtenons don
,

Gs,A[1](x)

1(x)
= Gs,A[1](x) =

∑

m∈A

1

(m+ x)2s
≤ ζ(2s, aA).Ave
 la fon
tion 1, nous obtenons 
omme borne inférieure ζ(2s,MA) ≥ ζ(2s, 1). Mais 
elle-
i n'estpas assez pré
ise pour la suite. Nous 
hoisissons plut�t la fon
tion (1 + βx)−2s. Nous obtenonsalors,

(1 + βx)2sGs,A[
1

(1 + βx)2s
](x) =

∑

m∈A

(
1 + βx

m+ x+ β

)2s

.La dérivée de la fon
tion (1 + βx)/(m + x + β) est du même signe que βm + β2 − 1 et ave
notre 
hoix de β, 
e signe est toujours positif. Ainsi, les fon
tions (1 + βx)/(m + x + β) ainsique la fon
tion (1 + βx)2sGs,A[(1 + βx)−2s](x) sont 
roissantes et nous prouvons ainsi la borneinférieure.5.4.3 Estimation du saut spe
tralDans 
ette se
onde étape, nous déterminons une borne inférieure pour le saut spe
tral σA(s)entre la valeur propre dominante λA(s) et le reste du spe
tre. Pour 
ela, nous utilisons la tra
edes opérateurs de transfert. Grothendie
k dans [Gro55℄ a introduit les opérateurs dits nu
léaires(d'ordre 0) et a montré qu'ils possèdent une tra
e qui peut être vue 
omme une généralisation dela tra
e des matri
es. Les opérateurs de transfert sont nu
léaires (d'ordre 0) (voir par exemple[JGU04℄) et leur tra
e est égale à la somme de toutes les valeurs propres. En parti
ulier, TrG2
s,Aest la somme de tous les 
arrés des valeurs propres de G2

s,A. Comme l'opérateur est normal etmême auto-adjoint pour s réel, les valeurs propres sont réelles et 
ela entraîne une relation entreTrG2
s,A, la valeur propre dominante λA(s) et une de ses valeurs propres sous-dominante µA(s),

µ2
A(s) ≤ TrG2

s,A − λ2
A(s).L'opérateur G2

s,A est la somme d'opérateurs de la forme L[f ] = |h′|s · f ◦ h où h est une bran
heinverse de profondeur 2 de A2. Ces opérateurs sont 
onnus sous le nom d'opérateurs de 
omposi-tion et leur spe
tre a été largement étudié par Shapiro dans [Sha93℄. En appliquant ses résultats,si h = hi ◦ hj ave
 (i, j) ∈ A2, le spe
tre de L est exa
tement une suite géométrique de la forme
{τ−2s−2n

i,j : n ≥ 0} ave

τi,j =

1

2
(ij + (i2j2 + 4ij)1/2 + 2).120



5.4. Cal
ul prouvé de 
onstantesFinalement, ave
 la propriété d'additivité de la tra
e, la tra
e de G2
s,A satisfaitTrG2

s,A =
∑

i,j∈A

τ−2s
i,j

1 − τ−2
i,j

.En é
rivant TrG2
s,A − 2ζA(2s, β)2 sous la forme suivante,TrG2

s,A − 2ζA(2s, β)2 =
∑

i,j∈A

τ−2s
i,j

1 − τ−2
i,j

− 2

(i+ β)2s(j + β)2s
,nous montrons par de simples 
al
uls que 
haque terme est négatif, autrement dit que la relationsuivante est véri�ée, TrG2

s,A − ζA(2s, β)2 < ζA(2s, β)2.La relation entre la tra
e, la valeur propre dominante et une des valeurs propres sous-dominante
ombinée ave
 l'en
adrement de la valeur propre λA(s) entraîne le résultat suivant.Lemme 11 Le saut spe
tral pour les opérateurs de transfert est plus grand que 2rA(s) ave

2rA(s) := ζA(2s, β) −

(TrG2
s,A − ζA(2s, β)2

)1/2et β = (1
2)(mA − (m2

A + 4)1/2).L'estimation du saut spe
tral peut être amélioré si l'en
adrement amélioré de λA(s) est utilisé.Wirsing [Wir74℄ a montré que la 
onstante γG satisfait 0.3020 ≤ |γG| ≤ 3043. Comme la valeurpropre dominante de G1 est 1, en utilisant la tra
e, nous obtenons |γG| − |µ| ≥ 0.18959 où µ estune des valeurs propres sous-sous-dominante de G1. Nous améliorons ainsi le pré
édent résultat
onnu pour le saut spe
tral autour de γG qui était |γG| − |µ| ≥ 0.031.5.4.4 Normalité sur des espa
es de HardyNous avons déjà dit que la 
onstante αC(Gs,A) a une forme 
lose 5.7 dès que l'opérateur Gs,Aest normal. Les opérateurs de transfert ne sont pas normaux sur les espa
es A∞(D) mais ils lesont sur un autre espa
e appelé espa
e de Hardy [JGU04℄ noté Hs,A. Pour x ∈ R, Px est le demi-plan Px = {z : ℜ(z) > x}. L'espa
e de Hardy Hs,A est 
omposé des fon
tions analytiques sur
P−mA/2, bornées sur tous les demi-plans Px ave
 x > −mA/2 et qui admettent la représentationintégrale suivante,

f(z) =

∫ +∞

0
ts−

1
2 e−tzφ(t)dνA(t),ave


dνA(t) =
∑

n∈A

e−ntdt et φ ∈ L2(νA).Muni de la norme
||f ||2<s,A> =

∫ +∞

0
|φ(t)|2dνA(t),l'espa
e Hs,A est un espa
e de Bana
h.Il existe des relations étroites entre les espa
es Hs,A et A∞(DS). Pour A = H, Babenko [Bab78℄et Mayer [May91℄ ont prouvé que le 
omportement de Gs est 
omparable surHs,A et sur A∞(Ds).Cependant, leurs méthodes ne se généralise pas fa
ilement au 
as où A 6= H. Nous donnons i
iune méthode di�érente qui utilise les polyn�mes de Laguerre généralisés. 121



Chapitre 5. Cal
ul de 
onstantes spe
tralesLemme 12 Pour tout 
omplexe s tel que δ(s,A,DL) 
onverge,(i) l'opérateur de transfert Gs,A : Hs,A → Hs,A est 
onjugué à un opérateur intégral ; il estnormal et auto-adjoint pour des valeurs réels de s. En parti
ulier, pour s réel, le spe
tre de
Gs,A est réel.(ii) Le spe
tre de Gs,A sur Hs,A et sur A∞(DS) sont les mêmes.(iii) Soit D un disque intermédiaire de 
entre x0 et de rayon R ave
 RS < R < RL et fune fon
tion de A∞(D). Pour tout sous-ensemble A ⊂ H, la fon
tion Gs,A[f ] appartientà Hs,A.(iv) Nous dé�nissons pour tout R ave
 RS < R < RL, les trois 
onstantes κ1, κ2 et κ3 par

κ1 = ζA(2s, x0 −R), κ2 = Γ(2s) · ζA(2s, 2(x0 −R)), (5.8)
κ3 =

∑

j≥0

(
RS

R

)j
(

j!

Γ(2s + j)

(γjRS)2s

γ2s
j − 1

+
ζA(2s, 0)

Γ(2s)2

)1/2 (5.9)ave
 γj = ex0/(j+1). Alors les inégalités suivantes sont véri�ées,
||Gs,A[f ]||D ≤ κ1 · ||f ||DS

, pour f ∈ A∞(D) (5.10)
||f ||D ≤ κ2 · ||f ||<s,A>, pour f ∈ Hs,A (5.11)

||Gs,A[f ]||<s,A> ≤ κ3||f ||D, pour f ∈ A∞(D). (5.12)Avant de prouver le lemme, nous expliquons 
omment il 
onduit à une estimation de αC(Gs,A).Considérons le 
er
le C de 
entre λA(s) et de rayon rA(s) donné au lemme 11 et �xons z ∈ C.Les deux in
lusions
Gs,A[A∞(DS)] ⊂ A∞(D), et Gs,A[A∞(D)] ⊂ Hs,A,
ombinées ave
 la relation

z(Gs,A − zI)−1 = (Gs,A − zI)−1Gs,A − Ientraînent les deux inégalités
|z| ||(Gs,A − zI)−1||DS

≤ κ1 · ||(Gs,A − zI)−1||D + 1, (5.13)
|z| ||(Gs,A − zI)−1||D ≤ κ2κ31 · ||(Gs,A − zI)−1||<s,A> + 1. (5.14)Maintenant, l'opérateur Gs,A est normal sur Hs,A si bien que

||(Gs,A − zI)−1||<s,A> =
1

d(z,SpGs,A)
=

1

rA(s)
.Finalement, ave
 les formules 5.13 et 5.14, l'inégalité

||(Gs,A − zI)−1||A∞(DS) ≤
1

|z|2
(
κ1 · κ2 · κ3

rA(s)
+ 1

)
+

1

|z|est véri�ée. Maintenant, l'estimation de λA(s) donnée au lemme 10 montre que tout z du 
er
le
C satisfait

|z| ≥ ζA(2s, b) − rA(s) > 0et une majoration de αC(Gs,A) s'en déduit. Finalement, si nous résumons 
es étapes nous obte-nons le lemme suivant.122



5.4. Cal
ul prouvé de 
onstantesLemme 13 Si rA(s) est le rayon dé�ni au lemme 11, pour tout rayon intermédiaire R ave

RS < R < RL et tout s tel que δ(s,A,DL) < ∞, il existe des 
onstantes κi dé�nies au lemme12 pour lesquelles

αC(Gs,A) ≤ κ1κ2κ3 + rA(s)[1 − rA(s) + ζA(2s, bA)]

rA(s)[ζA(2s, bA) − rA(s)]2
.Preuve du lemme 12. Les deux premiers points sont démontrés dans l'arti
le [JGU04℄ de Jenkin-son, Gonzalez et Urba«ski. L'inégalité 5.10 est une 
onséquen
e dire
te de la propriété forte de
ontra
tion.Toute fon
tion f de Hs,A admet une expression intégrale. En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwartz ave
 la relation

Γ(s)ζA(s, z) =

∫ ∞

0
ts−1e−ztdνA(t),l'inégalité 5.11 s'obtient très fa
ilement. La preuve de l'inégalité 5.12 est plus di�
ile. Toutd'abord, Hensley [Hen04℄ a montré que pour tout j ≥ 0, la fon
tion Gs,A est un élément de

Hs,A dont la représentation intégrale est étroitement liée aux polyn�mes de Laguerre généralisés
L

(2s−2)
j . Les polyn�mes de Laguerre (L

(p)
j ) forment une base orthogonale pour le poids tpe−t sur

]0,∞[ et ils satisfont la formule
L

(p)
j (x) =

Γ(p+ 1 + j)

j!

j∑

k=0

j(−1)k
(
j

k

)
xk

Γ(p+ 1 + k)
.La fon
tion Gs,A[(X − x0)

j ] satisfait alors
Gs,A[(X − x0)

j ](z) =

∫ ∞

0
ts−1/2e−tz

[
(−x0)

jj!

Γ(2s+ j)
ts−1/2L

(2s−1)
j

(
t

x0

)]
dνA(t).Nous en déduisons que la norme est donnée par

||Gs,A[f ]||2<s,A> =

[
(−x0)

jj!

Γ(2s + j)

]2 ∫ ∞

0
t2s−1L

(2s−1)
j (t)dνA(x0t).Mais les polyn�mes de Laguerre sont positifs et dé
roissants sur [0, 2s/(j+1)]. En utilisant 
ettepropriété ave
 les relations d'orthogonalité et en 
oupant l'intégrale ∫∞

0 en ∫ 2s/(j+1)
0 +

∫∞
2s/(j+1),nous montrons que

∀j ≥ 1, ||Gs,A[f ]||<s,A> ≤ Kj ave
 Kj+1

Kj
→ RS .Maintenant, le ie 
oe�
ient ci du développement de Taylor de f ∈ A∞(D) en x0 satisfait

Rj|cj | ≤ ||f ||D et �nalement,
||Gs,A[f ]||<s,A> ≤ κ3 · ||f ||D ave
 κ3 =

∑

j≥0

Kj

Rj
.Il est à noter que la série pré
édente 
onverge exponentiellement rapidement.Finalement, les 
onstantes K et n0 font intervenir le 
er
le C de 
entre λA(s) et de rayon rA(s)ainsi que la 
onstante αC(Gs,A). Comme toutes 
es 
onstantes sont 
al
ulables, nous avonsprouvé le théorème 16. 123



Chapitre 5. Cal
ul de 
onstantes spe
trales5.4.5 Cal
ulabilité de la matri
eNous n'avons jusqu'à pas présent montré que la matri
e Mn est 
al
ulable en temps polyno-mial.Lemme 14 Pour A ⊂ H, si les fon
tions zeta ζA de Hurwitz sont 
al
ulables en temps polyno-mial, alors la matri
e tronquée Mn est 
al
ulable en temps polynomial.Preuve. Nous allons donner la formule exa
te des 
oe�
ients qui sont tous une somme �niefaisant intervenir les fon
tions ζA. Nous avons,
Gs,A[(X − x0)

j ](x) =
∑

i∈A

1

(m+ x)2s
(

1

m+ x
− x0)

j .En développant selon la formule du bin�me, une se
onde somme apparaît et en é
hangeant lesdeux signes sommes, nous obtenons
Gs,A[(X − x0)

j ](x) =

j∑

u=0

(
j

u

)
(−x0)

j−uζA(2s + u, x).Maintenant, le développement de Taylor de la fon
tion ζA(2s + u, x) au point x0 satisfait
ζA(2s+ u, x) =

∞∑

i=0

(−1)i
(

2s+ u+ i− 1

i

)
ζA(2s + u+ i, x0)(x− x0)

i.Le 
oe�
ient Mn,i,j de la matri
e Mn est alors donné par
Mn,i,j = [(x−x0)

i]Gs,A[(X−x0)
j ](x) = (−1)i

j∑

u=0

(
j

u

)(
2s + u+ i− 1

i

)
(−x0)

j−uζA(2s+u+i, x0).La dernière égalité montre que les 
oe�
ients de la matri
e sont 
al
ulables en temps polynomialdès que les fon
tions ζA le sont.Pour tous les ensembles 
lassiques A ⊂ H ou de manière équivalente A ⊂ N⋆, les fon
tions
ζA sont 
al
ulables en temps polynomial. Nous pouvons par exemple 
onsidérer les ensembles
A �nis, A = N⋆ ou en
ore A l'ensemble des nombres pairs, et
. Dans la preuve, nous n'avons
onsidérer que les opérateurs de transfert non pondérés. Pour les opérateurs de transfert pondérés,l'expression reste exa
tement la même sauf que la fon
tion zeta de Hurwitz est rempla
ée par lafon
tion zeta ζA,[c] pondérée

ζA,[c](s, x) =
∑

m∈A

ewc(m)

(m+ x)s
.5.5 Algorithmes polynomiauxCette se
tion applique les résultats pré
édents et donne des valeurs numériques prouvéespour les 
onstantes de Gauss-Kuz'min-Wirsing et Hensley et les dimensions de Hausdor� desensembles de Cantor CA une valeur non prouvée pour la 
onstante ρ(ℓ) qui intervient dans lethéorème BV .124



5.5. Algorithmes polynomiauxPour tout sous-ensemble A de N⋆, 
onstruire la matri
eMn né
essite le 
al
ul de 2n+1 fon
tionszeta et O(n3) opérations arithmétiques. Ensuite, le 
al
ul des valeurs propres ave
 une méthodenaïve utilise O(n4) opérations arithmétiques. Maintenant, pour une pré
ision de d 
hi�res aprèsla virgule, la taille n est linéaire en d (n = −(d log 10+logK)/ log θ) soit la méthode DFV 
al
uleave
 une pré
ision de d 
hi�res en utilisant O(d4) opérations arithmétiques et O(d) 
al
uls defon
tions zeta.Théorème 17 (Algorithmes polynomiaux) Il existe un algorithme qui 
al
ule en temps po-lynomial la 
onstante de Hensley et la 
onstante de Gauss-Kuz'min-Wirsing. Si A ⊂ N⋆ est telque la fon
tion ζA soit 
al
ulable en temps polynomial, alors il existe un algorithme polynomialqui 
al
ule la dimension de Hausdor� de l'espa
e de Cantor CA.5.5.1 Algorithme pour la 
onstante de Gauss-Kuz'min-WirsingLa 
onstante de Gauss-Kuz'min-Wirsing γG est l'unique valeur propre sous-dominante de G1.Elle est réelle et négative. Wirsing a donné un en
adrement prouvé de γG et nous avons vu qu'ilétait possible de minorer le saut spe
tral autour de γG. Le 
er
le C et la 
onstante αC(G1) sontalors 
al
ulables et la méthode DFV s'applique. Pour estimer γG, une seule matri
e est à 
al
uleret les fon
tions zeta sont les fon
tions zeta 
lassiques. Nous avons implémenté un algorithme quiétant donné le nombre de 
hi�res exa
ts attendus retourne une estimation de γG. Nous avonsrésumé les valeurs obtenues dans le tableau suivant.
hi�res temps valeur obtenue10 11s -0.303663002820 1m46 -0.3036630028987326585930 9m54 -0.30366300289873265859744812190140 34m -0.303663002898732658597448121901556233110850 1h41 -0.303663002898732658597448121901556233110877352253655.5.2 Algorithme pour la 
onstante de Hensley et ρ[δ]La 
onstante de Hensley (voir 5.2) ainsi que la 
onstante ρ[δ] (voir Théorème 5) s'exprimentave
 les deux premières dérivées de λ(s) en s = 1. La première dérivée λ′(1) admet une formule
lose λ′(1) = −π2/(6 log 2). Il reste la deuxième dérivée λ′′(1) à 
al
uler. Considérons un intervalle
Ih de la forme Ih := [1 − h, 1 + h] et supposons qu'il existe des estimations λ̃ de λ aux points
1 ± h véri�ant

min(|λ(1 + h) − λ̃(1 + h)|, |λ(1 − h) − λ̃(1 − h)|) ≤ h2ǫ

3
.La formule de Taylor entraîne la majoration suivante,

∣∣∣∣∣λ
′′(1) − λ̃(1 + h) + λ̃(1 − h) − 2

h2

∣∣∣∣∣ ≤
2ǫ

3
+
h2

24
sup
Ih

|λ(4)|.Il est alors su�sant de 
onnaître une majoration de la quatrième dérivée sur l'intervalle Ih.L'appli
ation s→ Gs est analytique et sa dérivée G′
s satisfait ||G′

s||DS
≤ 8 pour s ≥ 0.9. Alors,

||Gs − G1||DS
≤ 8|s − 1|. Nous appliquons le lemme 10 : le 
er
le C de 
entre 1 et de rayon

r1 = (1 − γG)/2 est un 
er
le qui isole λ(1) = 1. Maintenant, si s satisfait |s − 1| < r2 ave

r2 = βC(G1)/8, l'opérateur Gs admet une unique valeur propre dominante λ(s) dans C quisatisfait |λ(s) − 1| ≤ r ave
 r := 16r1r2αC(G1). Comme l'appli
ation s→ Gs est analytique, la125



Chapitre 5. Cal
ul de 
onstantes spe
tralesfon
tion s→ λ(s) est aussi analytique. La formule de Cau
hy appliquée au 
er
le de 
entre 1 etde rayon r1 
onduit à la majoration de la quatrième dérivée,
sup
Ih

|λ(4)| ≤ 4!
1 + r

(r1 − h)4
.On en déduit que la dérivée se
onde λ′′(1) et par suite que γH et ρ[δ] sont 
al
ulables dès que deuxestimations de λ(1±h) sont 
onnues, 
e qui est le 
as ave
 la méthode DFV. Il faut remarquer queles deux estimations né
essitent (asymptotiquement) deux fois plus de pré
ision que la pré
ision�nale attendue ainsi que deux 
al
uls de matri
es d'autant plus grande. Le tout reste toutefoispolynomial mais le temps de 
al
ul est 
onsidérablement augmenté. Le tableau suivant résumeles résultats numériques pour la 
onstante de Hensley.
hi�res temps valeur obtenue pour γH5 2m30s 0.5160610 7m30s 0.516062408815 41m 0.51606240889999120 2h33 0.51606240889999180681En utilisant la dérivée se
onde déjà 
al
ulée pour la 
onstante de Hensley, nous obtenons la valeursuivante pour la 
onstante ρ[δ],

ρ[δ] = δ(1 − δ)
λ′′(1) − λ′(1)2

|λ′(1)| ≈ 1.4531 · δ(1 − δ)5.5.3 Algorithme pour les dimensions de Hausdor�La dimension de Hausdor� de l'espa
e de Cantor CA est l'unique réel sA tel que λA(sA) = 1.L'algorithme utilise un prin
ipe de di
hotomie et 
al
ule une suite d'intervalles de longueur 2−kqui 
ontient la dimension de Hausdor� sA. Considérons l'intervalle [uk−1, vk−1] obtenus après
(k − 1) étapes. Nous posons wk le milieu de [uk−1, vk−1] et 
onsidérons λ̃ une estimation à
2−(k+1) près de λ(wk) obtenue ave
 la méthode DFV. Il y a trois 
as possibles :(i) si λ̃− 1 − 2−(k+1) ≥ 0 alors sA ≥ wk et [uk, vk] = [wk, vk−1].(ii) si λ̃− 1 − 2−(k+1) ≤ 0 alors sA ≤ wk et [uk, vk] = [uk−1, wk].(iii) sinon [uk, vk] = [wk − 2−(k+1), wk + 2−(k+1)].La preuve que sA appartient à l'intervalle [uk, vk] est basé sur la stri
te dé
roissan
e de la fon
tion
s→ λ(s) ave
 l'inégalité |λA(s+h)−λA(s)| ≥ h (voir [Hen96℄). Pour une pré
ision de d 
hi�res,un nombre linéaire en d de di
hotomies sont né
essaires et 
haque di
hotomie utilise un nombrepolynomial d'opérations arithmétiques soit l'algorithme est polynomial. Nous avons résumé lesvaleurs numériques obtenues pour l'ensemble A = {1, 2} dans le tableau suivant.
hi�res temps valeur obtenue pour C{1,2}5 2min 0.5312810 8min 0.531280506215 25min 0.53128050627720520 1h 0.5312805062772051416230 4h26 0.53128050627720514162446864736840 14h11 0.531280506277205141624468647368471785493045 23h10 0.531280506277205141624468647368471785493059109126



5.6. Con
lusionBien entendu, l'algorithme s'applique ave
 d'autres ensembles A possiblement in�nis. De tels
al
uls ont été e�e
tués dans [Val98b℄. Dans le même arti
le, la méthode DFV a aussi été utiliséepour des 
ontraintes périodiques. En suivant le même s
héma de preuve, nous montrons que laméthode DFV 
onverge également dans 
e 
ontexte mais nous ne savons alors pas 
al
uler les
onstantes K et n0.5.5.4 Cal
ul de ρ(ℓ)La 
onstante ρ(ℓ) intervient dans le terme dominant de la varian
e de la 
omplexité binaireétendue (
f. théorème 3). Elle s'exprime en fon
tion des 
inq premières dérivées de λ(s,w) où
λ(s,w) est la valeur propre dominante de l'opérateur de transfert pondéré Gs,w,[ℓ]. Nous ne savonspas si 
et opérateur est normal sur un espa
e de Hardy et nous ne pouvons don
 pas 
al
uler les
onstantes n0 et K. Toutefois, nous savons que la méthode DFV 
onverge et en appliquant lesmêmes idées que pour la 
onstante de Hensley, nous pouvons estimer les 
inq premières dérivéesde λ(s,w) par rapport à s et w. Cela nous a 
onduit à l'estimation suivante

ρ(ℓ) ≈ 0.091525.6 Con
lusionNous avons prouvé que la méthode DFV est une méthode e�
a
e pour 
al
uler les valeurspropres des opérateurs de transfert à 
onditions que 
eux-
i admettent de bonnes tron
atures etque les matri
es tronquées soit fa
ilement 
al
ulables.Cependant, si l'on est intéressé par des valeurs numériques prouvées, il est né
essaire de 
onnaîtreles 
onstantes K et n0 qui interviennent dans la des
ription de la vitesse de 
onvergen
e. Cesparamètres sont en général di�
iles à 
al
uler mais nous avons résolu 
e problème pour lesopérateurs de transfert non pondérés asso
iés au système dynamique des fra
tions 
ontinues.La méthode DFV peut aussi être utilisée pour 
al
uler la dimension de Hausdor� d'ensembles deCantor à 
ontraintes simples ou périodiques. Dans le premier 
as, nous obtenons un algorithmepolynomial alors que dans le se
ond 
as, nous avons uniquement la 
onvergen
e de la méthodeDFV.Finalement, les auteurs de [DFV97℄ et Sebah ont utilisé la méthode DFV ave
 le point x0 =
1/2. Ce 
hoix parti
ulier n'entre pas dans notre 
adre puisque au
un disque de 
entre 1/2 eststri
tement envoyé dans lui-même. Nous pouvons utiliser tout disque DL de 
entre 1/2 + δ et derayon 1/2 + 2δ ave
 δ ≤ 1/2. Le rapport de tron
ature RS/RXL tend alors vers 1/3 − ǫ lorsque
δ tend vers 0 
e qui est la vitesse de 
onvergen
e observée par les auteurs de [DFV97℄.
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Con
lusion de la Partie ARésumé des résultats. Dans 
ette partie, nous obtenons une des
ription probabiliste �ne desparamètres fondamentaux de l'algorithme d'Eu
lide 
lassique : nous exhibons CINQ lois�limitegaussiennes, sur les SIX lois es
omptées, pour les paramètres suivants : 
omplexité binaire étendue(polyn�mes et entiers), 
omplexité binaire standard (polyn�mes seulement), taille du reste à unefra
tion (�xe) de l'exé
ution (polyn�mes et entiers). Seule manque à l'appel la 
omplexité binairestandard de l'algorithme d'Eu
lide sur les entiers. Dans 
e dernier 
as, même si nous ne sommespas parvenus au résultat �nal es
ompté, nous obtenons un résultat qui pré
ise le 
omportement dela varian
e. Nous avons également exhibé un phénomène de régularité de l'algorithme 
lassique,qui a son intérêt propre mais qui permet aussi d'analyser en moyenne la 
omplexité binairede l'algorithme de Knuth-S
hönhage. Au 
ours des preuves de 
es résultats, nous avons aussiren
ontré d'autres paramètres que nous avons également analysés : 
oûts additifs à 
roissan
emodérée ou intermédiaire, 
oût du type longueur de 
heminement.Dans le 
adre des polyn�mes, nous avons utilisé les méthodes 
lassiques de 
ombinatoire ana-lytique, qui s'appliquent bien et 
onduisent assez rapidement aux résultats. L'analyse dans le 
asdes entiers est fondée, elle, sur les méthodes d'analyse dynamique. Le domaine est moins bienbalisé, et l'analyse dynamique en distribution en est en
ore à ses tous débuts. Tout en repre-nant la méthodologie générale dé�nie par Baladi et Vallée, nous avons été 
onduits à l'étendreet à la généraliser, a�n de pouvoir obtenir, pour des perturbations du quasi-inverse [appeléspseudo-quasi-inverses℄ les mêmes résultats que 
e qui déjà était 
onnu pour le vrai quasi-inverse.L'analyse du pseudo-quasi-inverse a permis de 
omprendre le r�le du paramètre δ qui représentela fra
tion de l'exé
ution à laquelle on s'intéresse, et de montrer que les deux 
as � δ rationnelou δ irrationnel� sont sensiblement di�érents. L'analyse du pseudo-quasi-inverse a permis ausside montrer que l'algorithme est bien régulier, quand la longueur des phases n'est pas trop petite�supérieure à √
n pour des données de taille n�.Cette partie se termine ave
 le 
al
ul de 
onstantes spe
trales, liées aux objets spe
trauxdes opérateurs de transfert du système dynamique eu
lidien. Nous prouvons les propriétés d'unalgorithme dû à Daudé Flajolet et Vallée, et nous montrons que trois 
onstantes � 
onstantede Gauss-Kuz'min-Wirsing, la 
onstante de Hensley, dimensions de Hausdor� d'ensembles deCantor� sont 
al
ulables en temps polynomial.Perspe
tives. Il reste �nalement peu à faire sur l'analyse de l'algorithme 
lassique étendu. Par
ontre, même si nous sommes 
onvain
us que l'algorithme 
lassique standard a, sur les entiers,un 
omportement limite gaussien, nous n'avons pas obtenu de preuve de 
e fait. Notre forte
onvi
tion se fonde sur l'obtention de 
e résultat dans les 
as des polyn�mes, et sur l'heuristiquegénérale suivante : �Ce qui est vrai dans Fq[X] l'est sur Z�. Mais il y a une deuxième heuristiquequi annon
e �Mais 
'est beau
oup plus di�
ile à démontrer�. Nous sommes don
 in
ertains de ladi�
ulté de 
e résultat. Une piste pour obtenir 
ette loi limite gaussienne 
onsisterait à utiliser lesrésultats ré
ents que Eda Cesaratto [Ces06℄ a obtenus sur les propiétés spe
trales des opérateurs129



Con
lusion de la Partie Ade transfert qui agissent sur des fon
tions de deux variables.En 
e qui 
on
erne l'analyse des algorithmes rapides, très liée aux plénomènes de régularitéde l'algorithme d'Eu
lide, nous avons é
houé à obtenir l'analyse en moyenne de 
es algorithmes,quand la multipli
ation est trop rapide. C'est très lié à la régularité de l'algorithme, que nousne savons pas prouver quand les phases sont de longueur trop petite, inférieure à √
n. Mais est-
e une limite réelle ? Le phénomène n'est-il plus vrai pour des phases trop 
ourtes ? ou est-
eseulement notre méthode qui é
houe ?Il y a aussi beau
oup d'autres algorithmes de type Eu
lide, 
omme l'algorithme binaire,l'algorithme Plus-Moins, l'algorithme à bits de poids faible, tous les algorithmes qui sont appeléslents, et
... Pour tous 
es algorithmes, SAUF l'algorithme Plus-Moins, le 
omportement moyendes 
omplexités binaires est 
onnu. Pour Plus-Moins, on ne sait rien. Pour les autres algorithmes,la distribution de 
ette 
omplexité moyenne n'est pas 
onnue, 
ar la démar
he générale de Baladiet Vallée é
houe dans 
es 
as. On doit s'attendre d'ailleurs, dans le 
as des algorithmes lents, àdes lois limite non gaussiennes. Ce sont des questions très ouvertes, et sans doute di�
iles.
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Partie B :Nombre moyen de motifs fréquents etfermés dans une base de données
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Introdu
tion de la Partie BLa 
roissan
e des volumes d'informations disponibles, ave
 leur 
�té multiforme, 
réent denouveaux enjeux pour les systèmes d'information, et tout parti
ulièrement pour les bases de don-nées. L'internet, ave
 le Web et le 
ommer
e éle
tronique, a été l'un des fa
teurs prin
ipaux quia dé
len
hé la globalisation de l'information, de ses sour
es et de ses usages. Mais, de fait, toutesles s
ien
es [notamment, la physique, la biologie, la méde
ine, l'environnement mais égalementl'ingénierie, les s
ien
es humaines, et
℄ sont des domaines fortement 
onsommateurs et produ
-teurs d'informations. Plus largement, 
'est la so
iété toute entière, dans les domaines privés etpubli
s, é
onomiques, 
ulturels, qui produit et 
her
he de l'information. La 
roissan
e explosivedes données produites appelle de nouveaux pro
essus de traitement, ave
 des 
apa
ités d'analysesophistiquées et puissantes, pour produire des 
onnaissan
es à partir de 
es données.Le domaine de la fouille de données. L'Extra
tion de Connaissan
es dans les Bases deDonnées (ECBD), également appelée Fouille de Données, est une des 
omposantes du traitementdes masses de données, qui s'atta
he à extraire des informations dans une base de données. Lafouille de données se 
ompose généralement de deux grandes phases.
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La phase de pré-traitement transforme les données brutes en données pré-traitées, qui admettentune mise en forme ave
 un format bien dé�ni (tables relationnelles, tableaux multidimensionnels,...). Le prétraitement e�e
tue aussi d'autres opérations : les données en double sont e�a
ées,les erreurs 
orrigées, les valeurs manquantes 
omblées [FPSS96, Dyr97℄, et
. Cha
une de 
esopérations fait l'objet de nombreux travaux, non abordés i
i. Une fois le prétraitement a
hevé,l'extra
tion de (nouvelles) 
onnaissan
es peut 
ommen
er, et 
'est l'objet de la deuxième phase,
elle qui nous intéresse i
i.La deuxième phase est 
omposée, elle aussi, de plusieurs étapes : segmentation ou 
lustering,
lassi�
ation, re
her
he de règles d'asso
iations. La segmentation regroupe entre eux les objetsqui se ressemblent. La pertinen
e des groupes ainsi formés, appelés 
lusters ou 
lasses, est ensuite133



Introdu
tion de la Partie Bvalidée par les experts. Puis, lors de la 
lassi�
ation, on attribue une 
lasse à 
haque objet. En�n,il faut trouver des règles d'asso
iation dans les bases. Ces règles, qui sont du type pain, jambon⇒
beurre (80%) [
ela signi�e que 80% des personnes qui a
hètent du pain et du jambon a
hètentaussi du beurre℄, présentent un grand intérêt, et sont 
entrales dans les s
ien
es : bio-informatique,méde
ine, 
himie, et
.Pour trouver des règles d'asso
iations dans une base de données, on doit re
her
her des
orrélations entre les éléments de la base. Cette re
her
he de 
orrélations est liée à la dé
ouvertede motifs dits fréquents. Dé�nissons 
ette notion quand la base de données est une matri
ebinaire où les lignes (en nombre n) représentent les objets observés (personnes, 
hromosomes,�eurs, protéines,. . . ) alors que les 
olonnes (en nombre m) représentent les attributs (grand,petit, jaune, présent, . . . ). Dans 
e 
as, un motif est un ensemble d'attributs, et un motif est ditfréquent, s'il apparaît plusieurs fois dans la base. La présen
e d'un motif fréquent indique quebeau
oup d'objets partagent le même ensemble d'attributs, 
e qui indique une forte 
orrélationentre les attributs qui 
omposent le motif. Un motif est dit γ-fréquent s'il est partagé par aumoins γ-objets, et l'entier γ est appelé le seuil de fréquen
e. Ce seuil est généralement dé�nipar l'utilisateur. Le nombre de motifs γ�fréquents est potentiellement grand, puisque, dans lepire des 
as, et pour toute valeur du seuil γ, 
e nombre est exponentiel en le nombre total md'attributs de la base. Pourtant, il apparaît expérimentalement, qu'ave
 des seuils raisonnables,le nombre de motifs fréquents expli
itement présents est en général raisonnable, si bien que lesalgorithmes qui re
her
hent 
es motifs fon
tionnent bien. En revan
he, quand le seuil γ est troppetit, le nombre de motifs γ-fréquents explose, et les algorithmes ne sont plus e�
a
es.Le 
adre de l'étude et les résultats. C'est ainsi une situation typique où le pire des 
asn'est pas du tout représentatif de la situation réelle, et où l'analyse en moyenne trouve sa pla
enaturelle. Dans 
ette thèse, nous 
her
hons à expli
iter la manière dont le nombre moyen demotifs γ-fréquents évolue en fon
tion du seuil γ 
onsidéré. Nous avons aussi 
her
hé à 
omparer(toujours en moyenne) le nombre de motifs fréquents et le nombre de motifs fermés [représentation
ondensée des motifs fréquents℄.Toute analyse en moyenne débute par une étape de modélisation des stru
tures de données.I
i, il faut trouver un �bon modèle� probabiliste pour les bases de données. Pour une telle stru
turede données, utilisée dans des 
ontextes si divers, le modèle 
hoisi est for
ément rédu
teur, et assezpeu réaliste. Nous avons 
her
hé à 
e qu'il ne soit pas trop simpliste, qu'il prenne en 
ompte des
orrélations potentielles [qui existent, puisque tout le but est de les trouver !℄, tout en restanta

essible à des te
hniques �nes d'analyse. Notre 
ulture et notre environnement s
ienti�quenous a ainsi in
ités à 
hoisir un modèle de bases de données, qui fait expli
itement référen
eau 
ontexte de la théorie de l'information. Nous utilisons le 
on
ept de sour
e, qui est, pardé�nition, un mé
anisme qui produit des symboles. Une base de données �informationnelle� ,ave
 m lignes-objets, et m 
olonnes�attributs, est alors 
réée par une unique sour
e qui produit,de manière indépendante, n mots�lignes�objets, formés de la su

ession des m valeurs binairesde ses attributs.C'est notre modèle général, où, bien sûr, l'hypothèse d'indépendan
e entre les lignes peutparaître très restri
tive. Dans la �n de 
ette partie, nous étudierons plus parti
ulièrement le 
asd'une base de données �dynamique�, où la sour
e émettri
e est une sour
e dynamique, sour
e
réée par un système dynamique,Dans le modèle général, la re
her
he de motifs est un problème de Pattern�Mat
hing généra-lisé. L'analyse du Pattern Mat
hing 
lassique vise à déterminer le nombre moyen de motifs d'untype donné apparaissant dans une seule séquen
e : les motifs peuvent être très généraux, formésde symboles 
ontigüs ou non, et il existe déjà des méthodes d'analyse dans 
e domaine, quand la134



sour
e est dynamique. Nous voulons i
i évaluer le nombre moyen de motifs 
ommuns à plusieursséquen
es, et nous devons ainsi généraliser la notion et l'étude de la 
oin
iden
e, qui est limitéeà l'étude de pré�xes 
ommuns à plusieurs mots produits par la même sour
e. De même, l'étudedes motifs généralisés (non 
ontigus) a aussi déjà été faite, mais dans le 
as d'un seul mot.I
i, le paramètre de référen
e est le seuil γ et nous obtenons trois résultats 
orrespondant àtrois types de seuils de fréquen
e. Nous 
onsidérons d'abord une base de données �information-nelle� générale (Chapitre 7), et nous exhibons, selon le seuil étudié, des hypothèses sur la sour
e,sous lesquelles nous pouvons obtenir nos résultats. Nous montrons ensuite dans le Chapitre 8que 
es hypothèses sont véri�ées par 
ertaines sour
es dynamiques, ayant de bonnes propriétés.Le premier type de seuil étudié est un seuil linéaire en le nombre d'objets n (hypothèse 6). Si lasour
e émettri
e véri�e l'hypothèse de dé
roissan
e exponentielle des probabilités (hypothèse 8),nous montrons que le nombre de motifs γ-fréquents est polynomial en le nombre m d'attributs(théorème 18). C'est un résultat intéressant puisqu'il explique pourquoi les algorithmes fon
-tionnent bien en pratique pour des seuils raisonnables alors que le pire des 
as indique toujoursun 
omportement exponentiel.Le se
ond type de seuil étudié est un seuil dit logarithmique, dé�ni par une fon
tion faiblement
roissante du nombre d'objets (hypothèse 7). Ave
 une hypothèse plus forte de dé
roissan
eexponentielle des probabilités (hypothèse 9), nous prouvons que le nombre moyen de motifs γ-fréquents est équivalent au nombre moyen de motifs γ-fermés (théorème 19). Ce résultat est déjà
onnu pour des bases de données faiblement 
orrélées du type panier de la ménagère. Il n'estplus vrai ave
 des bases fortement 
orrélées.Le dernier type de seuil abordé est le seuil �xe (hypothèse 5), qui 
orrespond en pratique à unseuil petit vis-à-vis du nombre n d'objets, qui, lui, a tendan
e à être grand. Sous une hypothèseplus �ne sur le nombre moyen de motifs présents dans exa
tement γ objets (hypothèse 10), nousmontrons que le nombre moyen de motifs fréquents est exponentiel en le nombre n d'objets (nest aussi le nombre de mots) et polynomial en le nombre m d'attributs (m est aussi la longueurdes mots) (théorème 20).Organisation de la Partie B. Cette partie s'organise en trois 
hapitres.Chapitre 6. Ce 
hapitre introduit toutes les notions sur la fouille de données mais aussi lesobje
tifs à plus long terme que nous souhaitons atteindre. Ce qui y est présenté dépasse don
très largement 
e qui est analysé dans la suite....Chapitre 7. Ce 
hapitre dé
rit le modèle de base de données informationnelle (i.e. 
onstruitesà partir d'une sour
e) adopté, présente les hypothèses sur la sour
e émettri
e et expli
ite les
as des seuils étudiés. Les résultats sont énon
és et prouvés dans 
e modèle général de sour
e,satisfaisant aux hypothèses demandées. Nous terminons en montrant des exemples de sour
esémettri
es qui véri�ent les hypothèses envisagées.Chapitre 8. Ce 
hapitre introduit le modèle de base de données dynamique6, qui est don
 une basede données informationnelle, où la sour
e émettri
e est une sour
e dynamique. Après quelquesrappels sur le modèle des sour
es dynamiques, [qui 
ontient à la fois des sour
es simples 
ommeles sour
es sans mémoire, des sour
es plus évoluées 
omme les 
haînes de Markov, mais aussi dessour
es 
omplexes à mémoire non bornée℄, nous montrons que les sour
es dynamiques véri�entles 
onditions 8, 9 et 10 des théorèmes 18 et 20. Nous avons ainsi expli
ité un modèle de basesde données, assez vaste, où les résultats du pré
édent 
hapitre sont valides.6I
i, �dynamique� ne signi�e pas que les bases évoluent ave
 le temps. Au 
ontraire, une fois générées à partird'une sour
e, elles restent in
hangées 135
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Chapitre 6Fouille de données et motifs
Sommaire 6.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1376.2 Cadre de Mannila et Toivonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1396.2.1 Base de données binaire et représentations . . . . . . . . . . . . . . 1396.2.2 Motifs et 
ontraintes anti-monotone . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1406.2.3 Treillis des motifs 
ontraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1436.2.4 Représentations 
ondensées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1446.2.5 Bordures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1456.3 Algorithmes de re
her
he de motifs . . . . . . . . . . . . . . . . . 1456.3.1 Propriétés fondamentales des algorithmes . . . . . . . . . . . . . . . 1466.3.2 Apriori : algorithme de re
her
he en largeur d'abord . . . . . . . . 1476.3.3 E
lat : algorithme de re
her
he en profondeur . . . . . . . . . . . 1496.3.4 Autres algorithmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1506.4 Que peut apporter l'analyse en moyenne à la fouille de données ?1516.4.1 Nombre de motifs valides, fermés et libres . . . . . . . . . . . . . . 1516.4.2 Taille de la bordure négative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1526.4.3 Taille du plus long motif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1546.4.4 Complexité des algorithmes de re
her
he en largeur . . . . . . . . . 1546.4.5 Complexité des algorithmes en profondeur . . . . . . . . . . . . . . 1556.4.6 Combinaison de 
ontraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1556.5 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1556.1 Introdu
tionNous avons dé
rit au 
hapitre pré
édent le 
adre très général de la fouille de données. Notreétude porte toutefois sur un 
adre bien pré
is. Il existe di�érents types de données : les données
onstituées d'attributs 
ontinus 
omme la taille, la distan
e entre deux points, l'heure, ..., lesdonnées 
onstituées d'attributs dis
rets 
omme les réponses à des questionnaires, la 
ouleur,..., et les données qui évoluent ave
 le temps 
omme les �ots de données [GGR02℄, les basesrelationnelles qui mettent en 
orrespondan
e plusieurs bases, . . . . Nous nous plaçons dans le
adre de données dis
rètes ou de manière équivalente de données binaires. Une base de donnéesbinaire est un tableau de 0 et de 1. Les 
olonnes représentent les attributs et les lignes sont lesobjets observés. Chaque objet est dé
rit à l'aide d'attributs pouvant être soit présents (un 1 dansle tableau), soit absents (un 0). Il existe un grand nombre de méthodes dont nous ne dis
uteronspas i
i pour l'obtention de bases binaires à partir d'attributs 
ontinus [SA96, ZRRF99, GB02℄.137



Chapitre 6. Fouille de données et motifsLa Figure 6.1 forme un exemple d'une base binaire ave
 7 attributs et 8 objets.On dé�nit un motif 
omme un ensemble d'attributs. Un motif qui apparaît un nombre si-gni�
atif de fois est d'un grand intérêt puisqu'il indique une forte 
orrélation entre les attributsqui le 
ompose. L'extra
tion de 
es motifs dits fréquents est une première étape possible pour la
réation de règles d'asso
iation [AS94℄, mais aussi pour la 
lassi�
ation (re
her
he de motifs qui
ara
térisent une 
lasse) et le 
lustering. Mais les motifs fréquents sont souvent trop nombreux etdes représentations 
ondensées 
omme les motifs fermés ou libres (voir 
i-dessous), ou des motifs
ontraints [BAG99, SC05℄ sont préférées.Depuis une dizaine d'années, les 
her
heurs proposent des algorithmes pour la re
her
he demotifs. Aujourd'hui, l'extra
tion de motifs dispose d'algorithmes de référen
e 
omme Apriori[AS94℄, E
lat [ZPOL97, Zak00℄ ou FP-Growth [HPY00℄ a

ompagnés de leurs nombreusesaméliorations. Il est très di�
ile de 
omparer 
es algorithmes tout d'abord par
e que tous les
her
heurs ne mettent pas le 
ode sour
e à disposition. Ensuite, deux implémentations d'un mêmealgorithme ave
 des stru
tures de données di�érentes peuvent avoir des temps d'exé
ution trèsvariables. Finalement, le temps de 
al
ul est très dépendant des propriétés des bases. Comptetenu de tous 
es éléments, 
ertaines a�rmations sur les temps d'exé
ution se trouvent parfois
ontredites par la suite [Goe03℄.A�n de 
omparer les implémentations, des sites 
omme le FIMI7 regroupent les 
odes sour
esainsi que des bases de données tests. Tout utilisateur est ainsi 
apable d'évaluer les performan
es,d'analyser l'impa
t des bases sur le temps d'exé
ution et de proposer des améliorations ou des
adres d'appli
ations des algorithmes. Cette démar
he met en avant l'expérimentation. Nousproposons une nouvelle appro
he basée 
ette fois-
i sur l'analyse. Les bases réelles sont rempla
éespar des modèles de bases qui mettent en avant les propriétés à observer. Ensuite, le 
omportementdes algorithmes vis-à-vis de 
es bases est analysé (en moyenne) à travers 
ertains paramètres
omme la 
omplexité en temps ou en espa
e. Finalement, soit les résultats théoriques 
on�rmentles hypothèses déduites de l'expérimentation, soit ils apportent un nouvel é
lairage qui guiderade nouvelles expérimentations ou hypothèses.Le point de vue théorique possède de nombreux avantages. Tout d'abord, on peut tenir 
ompted'un très grand nombre de bases de données dans les analyses alors que les expérimentationsne peuvent se limiter qu'aux quelques bases à disposition. Ensuite, il est possible de privilégier
ertaines propriétés dans la modélisation des données et d'en étudier les e�ets sur les algorithmes.En pratique, le nombre de bases satisfaisant une propriété donnée est faible et on est en droit dese demander si les exé
utions d'un algorithme sur quelques bases parti
ulières sont su�sammentreprésentatives pour en déduire un 
omportement globale. Finalement, les résultats théoriquespeuvent être utilisés pour régler 
ertains paramètres des algorithmes, pour valider ou invaliderdes hypothèses, pour optimiser 
ertains algorithmes, et
.Toutefois, la théorie a ses limites. Les modèles ne peuvent appréhender toute la 
omplexitédu monde réel. De plus ave
 des modèles trop 
omplexes, les analyses deviennent di�
iles. Fina-lement, l'analyse en moyenne fournit des résultats asymptotiques qui sont véri�ables uniquementave
 de très grandes bases.Notre positionnement est ambitieux 
ar il vise à expliquer de manière théorique des phéno-mènes réels ave
 des analyses en moyenne et 
ela en Fouille de Données. L'obje
tif à long termeest de 
al
uler la 
omplexité en temps et en espa
e des algorithmes 
lassiques 
omme Apriori,E
lat ou FP-Growth et de déterminer leur meilleur 
adre d'appli
ation. De plus, nous dé-sirons 
omprendre quelle est la réelle 
omplexité de l'extra
tion de motifs. Par exemple, il est
onnu que le nombre de motifs fréquents est au pire exponentiel en le nombre d'attributs mais en7adresse : http ://�mi.
s.helsinki.�/138



6.2. Cadre de Mannila et Toivonenpratique et en réglant 
ertains paramètres, les algorithmes sont très e�
a
es. La 
omplexité réellesemble don
 di�érente de la 
omplexité au pire. Notre appro
he vise don
 à mieux 
omprendre
es 
omportements.Obje
tifs de 
e 
hapitre et plan. Ce 
hapitre a un r�le parti
ulier dans 
ette thèse. Une thèserassemble des résultats en les situant dans leur 
ontexte général et 
elle-
i n'é
happe pas à larègle (du moins, je l'espère). Mais dans le pro
hain 
hapitre, nous appliquerons pour la premièrefois les te
hniques d'analyse en moyenne à la Fouille de Données. Nous pourrions nous limiterau stri
t 
adre de notre analyse mais 
omme nous l'avons pré
isé dans la pré
édente partie, nosobje
tifs sont à plus long terme. C'est pourquoi nous faisons une des
ription plus large que nosbesoins a�n de mettre en éviden
e di�érents axes de re
her
hes.Plan. Dans la première se
tion, nous présenterons le 
adre de Mannila et Toivonen pourl'extra
tion de motifs. Dans la se
onde se
tion, nous introduirons les prin
ipes généraux de troisalgorithmes qui servent de référen
e pour l'extra
tion des motifs. Finalement, dans une troisièmepartie et avant de 
on
lure, nous présenterons quelques axes de re
her
he.6.2 Cadre de Mannila et ToivonenDans [MT97℄, Mannila et Toivonen introduisent un 
adre formel pour l'extra
tion de motifssous 
ontrainte anti-monotone dans les bases de données mais de nos jours, il existe de nom-breuses appro
hes pour des 
ontraintes plus générales [DJLM02, BAG99, DJLM02, SC05℄. Nousne traiterons pas 
es 
ontraintes générales 
ar la pro
haine partie se fo
alise uniquement sur la
ontrainte anti-monotone la plus utilisée : la 
ontrainte de fréquen
e.Dans 
ette se
tion, nous 
ommen
erons par dé�nir pré
isément les objets formels que nousmanipulerons : les bases, les motifs, les 
ontraintes, et
. Ensuite, nous aborderons la représenta-tion sous forme de treillis des motifs. Finalement, nous introduirons la notion de bordure qui estun point 
lé dans la 
omplexité des algorithmes.6.2.1 Base de données binaire et représentationsTout d'abord, dé�nissons formellement 
e qu'est une base binaire.Dé�nition 10 (Base de données binaire) Une base de données binaire B est un triplet (A,O, fB)où A = {a1, . . . , am} est l'ensemble d'attributs, O = {o1, . . . , on} est l'ensemble des objets et fBest une appli
ation de A×O dans {0, 1}.On dira que l'objet o 
ontient l'attribut a si fB(a, o) = 1.La table 6.1 présente un exemple de base de données binaire 
omportant 7 attributs et8 objets. Une 
roix est mise entre un objet o et un attribut a dès que l'on a fB(a, o) = 1.En pratique, les bases sont 
odées ave
 le modèle transa
tionnel 
'est à dire que 
haque lignereprésente un objet et énumère le numéro des attributs 
ontenus dans l'objet 
orrespondant.La �gure 6.2 montre le 
odage transa
tionnel pour l'exemple de la table 6.1. Il existe d'autres
odages 
omme le 
odage verti
al où 
haque 
olonne représente un attribut et énumère tousles objets le 
ontenant. Le 
odage matri
iel est souvent utilisé pour mettre en mémoire la base(lorsque 
'est possible). Les lignes (resp. 
olonnes) représentent les objets (resp. attributs) et le
oe�
ient (i, j) vaut 1 dès que oi et aj satisfont fB(aj , oi) = 1. Il est aussi possible de représenterune base de données binaire sous la forme d'un graphe bipartite dont l'ensemble des sommets est
A∪O et il existe une arête entre a et o si fB(a, o) = 1. Finalement, en prenant le 
omplémentairedu graphe bipartite, on obtient un graphe 
o-bipartite 
omposé de deux 
liques et d'arêtes entre139



Chapitre 6. Fouille de données et motifs attributsobjets a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

o1 × × ×
o2 × × ×
o3 × × ×
o4 × × ×
o5 × × ×
o6 × × ×
o7 × × ×
o8 × × ×Fig. 6.1 � Exemple d'une base de données binaire.
es deux 
liques. Les sommets des deux 
liques 
ontiennent respe
tivement les attributs et lesobjets et il existe une arête entre a et o si l'on a fB(a, 0) = 0. Les représentations par graphes ontpar exemple été utilisées par les auteurs de [LLSW05, Sig02, BS04℄. Finalement, il est possible dedé�nir deux hypergraphes HB et HB pour représenter la base B. Les sommets sont les attributset les hyper-arêtes de HB (resp. HB) sont les objets (resp. les 
omplémentaires des objets).Toutes 
es représentations sont équivalentes. Le modèle transa
tionnel n'est autre que lareprésentation par liste de su

esseurs des sommets 
orrespondant aux objets du graphe bipar-tite. De manière similaire, le 
odage verti
al est la représentation par liste de su

esseurs desattributs alors que le 
odage matri
iel est la matri
e d'adja
en
e du graphe bipartite. Le modèletransa
tionnel est aussi le 
odage naturel de l'hypergraphe HB.6.2.2 Motifs et 
ontraintes anti-monotoneNotre problématique est de trouver des asso
iations d'attributs qui ont un intérêt. Une as-so
iation d'attributs n'est autre qu'un motif et l'intérêt d'un attribut sera représenté par une
ontrainte que l'attribut véri�era ou non.Dé�nition 11 (Motif) Un motif (d'attributs) est un sous ensemble de A.Il existe aussi des motifs d'objets mais nous ne les utiliserons pas. Pour alléger l'é
riture, unmotif sera noté sous la forme d'une 
haîne plut�t que sous forme ensembliste (i.e. a1a2 aulieu de {a1, a2}). De plus, un objet o ∈ O pourra également être 
onsidéré 
omme un motif :

o = {a ∈ A |fB(a, o) = 1}. Nous abordons maintenant la notion de support et de fréquen
e.Dé�nition 12 Un objet o ∈ O supporte un motif X ⊂ A (ou X est présent dans o) si X ⊂ o(ou ∀a ∈ X, fB(a, o) = 1).Le support d'un motif X dans la base B, noté SuppB(X) est l'ensemble des objets qui supportent
X.La fréquen
e de X dans la base B, notée FreqB(X), est le 
ardinal du support de X.Dans l'exemple de la table 6.1, le motif a1a5 admet 
omme support SuppB(a1a5) = {o1, o3} et
omme fréquen
e 2 alors que le motif a1 a 
omme support SuppB(a1) = {o1, o3, o4, o7} et unefréquen
e 4.Les premiers motifs auxquels les 
her
heurs se sont intéressés sont les motifs qui apparaissentfréquemment dans la base de données. Ces motifs indiquent qu'une 
orrélation forte existe entreles attributs qui les 
omposent.140



6.2. Cadre de Mannila et Toivonen
1 3 5
2 3 5
1 3 5
1 4 6
2 3 6
2 3 6
1 4 7
2 4 7

(a)

1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0
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(f)Fig. 6.2 � Codages de l'exemple sous forme (a) transa
tionnel (b) verti
ale (
) matri
ielle (d) degraphe bipartite (e) de graphe 
o-bipartite (f) hypergraphe HB. 141



Chapitre 6. Fouille de données et motifsDé�nition 13 (Motif fréquent) Pour un entier positif γ, un motif X est dit γ-fréquent (dansla base B) si sa fréquen
e est plus grande que γ,
FreqB(X) ≥ γ.Dans l'exemple de la table 6.1, le motif a1a5 est 1 ou 2-fréquent mais pas 3-fréquent. L'ex-tra
tion de motifs fréquents est à la base de la re
her
he de règles d'asso
iation [AS94℄, maisles motifs fréquents ne forment qu'un 
as parti
ulier de motif plus généraux satisfaisant une
ontrainte anti-monotone.Dé�nition 14 (Contrainte) Une 
ontrainte binaire q est une appli
ation qui à une base B etun motif X renvoie une valeur dans {0, 1}. On dira qu'un motif X de la base B est valide (resp.non valide) sous la 
ontrainte q si

q(X,B) = 1 (resp. q(X,B) = 0).On dira aussi que X satisfait la 
ontrainte q (resp. ne satisfait pas la 
ontrainte).La 
ontrainte de γ-fréquen
e se dé�nit de la manière suivante :
qγ(X,B) =

{
1 si FreqB(X) ≥ γ
0 sinonL'ensemble des motifs γ-fréquents dans B est l'ensemble des motifs qui satisfont la 
ontrainte de

γ-fréquen
e dans la base B. De manière similaire, un motif X qui satisfait la 
ontrainte
q̃ℓ(X,B) =

{
1 si |X| ≥ ℓ
0 sinonpour un entier ℓ ≥ 1 est un motif qui 
omporte au moins ℓ attributs. On parle de la 
ontraintede longueur (sur les motifs).La 
ontrainte de longueur véri�e une propriété de monotonie à savoir que si X est un motif delongueur au moins ℓ, alors tout sur-motif de X (motif 
ontenant X) est aussi de longueur aumoins ℓ. Il existe d'autres 
ontraintes satisfaisant 
ette propriété que l'on regroupe sous le termede 
ontrainte monotone.Dé�nition 15 (
ontrainte monotone) Une 
ontrainte q est dite monotone si pour un motif

X satisfaisant la 
ontrainte, tout sur-motif de X satisfait aussi la 
ontrainte,
∀X,Y ⊂ A, X ⊂ Y ⇒ (q(X,B) = 1 ⇒ q(Y,B) = 1).Par opposition, les 
ontraintes de fréquen
es satisfont une propriété d'anti-monotonie. Ene�et, si X est γ-fréquent, tout les sous-motifs de X (motifs in
lus dans X) sont aussi γ-fréquents.Dé�nition 16 (
ontrainte anti-monotone) Une 
ontrainte q est dite anti-monotone si pourun motif X satisfaisant la 
ontrainte, tout sous-motif de X satisfait aussi la 
ontrainte,
∀X,Y ⊂ A, Y ⊂ X ⇒ (q(X,B) = 1 ⇒ q(Y,B) = 1).Il existe une multitude de 
ontraintes monotones ou anti-monotones portant par exemple sur le
oût total d'un motif lorsque les attributs sont valués, l'in
lusion de motifs dans d'autres ou quisont des 
onjon
tions de 
ontraintes monotones et anti-monotones [DJLM02℄.Dorénavant et jusqu'à la �n de 
e 
hapitre, on se �xe une 
ontrainte q anti-monotone sur unebase de données binaire B = (A,O, fB).142



6.2. Cadre de Mannila et Toivonen6.2.3 Treillis des motifs 
ontraintsL'ensemble des motifs s'organisent naturellement dans un treillis d'in
lusion (
f Figure 6.3).La première ligne 
ontient le motif vide, la deuxième 
ontient les singletons, la troisième les
ouples et ainsi de suite jusqu'au motif 
omportant tous les attributs. Le treillis s'élargit rapi-dement jusqu'aux motifs 
omportant la moitié des attributs et rétré
it ensuite. C'est la raisonpour laquelle les treillis sont souvent représentés par des losanges.

a1a2a3a4a5a6a7

a6a7a1a2

a4 a5 a6 a7a1 a2 a3

Fig. 6.3 � Treillis d'in
lusion des motifs.Les motifs satisfaisant une 
ontrainte anti-monotone se représentent aussi sous la forme d'unsous-treillis du treillis des motifs (
f Figure 6.4). Le treillis des motifs 
ontraints admet alorsune forme similaire. Au premier niveau on trouve le motif vide, au se
ond niveau les singletonssatisfaisant la 
ontrainte et au niveau k + 1 les motifs de longueur k satisfaisant la 
ontrainte.Par habitude, on ajoute aussi la fréquen
e de 
haque motif.
4 4 5 3 3 3 22 3 222 2 2 222

a1a3 a1a5 a3a5 a2a3 a2a6 a3a6 a1a4 a4a7

a1a3a5 a2a3a6

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

Fig. 6.4 � Treillis d'in
lusion des motifs 2-fréquents de l'exemple ave
 les fréquen
es. 143



Chapitre 6. Fouille de données et motifsToute la di�
ulté est d'énumérer tous les motifs qui satisfont une 
ontrainte sans par
ourir
omplètement le treillis des motifs. En e�et, le treillis des motifs 
ontient 2m éléments (pour mattributs) et il est préférable d'avoir une stratégie qui fait gagner du temps. Nous verrons à lase
tion 6.3 que l'anti-monotonie se révèle importante.6.2.4 Représentations 
ondenséesParmi l'ensemble des motifs 
ontraints, il existe des sous ensembles de motifs qui permettentde retrouver les autres motifs ave
 leur fréquen
e. On parle alors de représentation 
ondensée.Parmi 
es motifs, il y a les motifs libres et les motifs fermés qui se dé�nissent à partir des 
lassesd'équivalen
es.Dé�nition 17 (Classe d'équivalen
e) Deux motifs 
ontraints X et Y sont équivalents si etseulement si ils ont le même support. On é
rira alors X ∼ Y . La relation ∼ est une relationd'équivalen
e et partitionne de fait l'ensemble des motifs 
ontraints en 
lasses d'équivalen
es.La �gure 6.5 représente l'ensemble des 
lasses d'équivalen
es sur le treillis des motifs 2-fréquents 
orrespondant à la table 6.1.
4 5 3 3 3 22 3 222 2 2 222

a1a3 a1a5 a3a5 a2a3 a2a6 a3a6 a1a4 a4a7

a1a3a5 a2a3a6

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a74

Fig. 6.5 � Classes d'équivalen
es des motifs 2-fréquents. Motifs fermés et motifs libres.Pasquier et al. ont proposé dans [PBTL99a, PBTL99b℄ une alternative à l'extra
tion de tousles motifs 
ontraints. L'idée est d'extraire des motifs 
ontraints dits fermés (ave
 leur fréquen
e)qui 
onstituent un système de générateurs minimal grâ
e auquel il est possible de retrouver tousles motifs 
ontraints ave
 leur fréquen
e.Dé�nition 18 Chaque 
lasse d'équivalen
e admet un unique motif de plus grande taille. Cetunique motif est dit fermé.Intuitivement, un motif fermé est un motif qui n'admet pas de sur-motifs 
ontraints ayant lamême fréquen
e. Plus qu'une représentation 
ondensée, les motifs fermés admettent pour la
ontrainte de 1-fréquen
e une propriété de transposition qui est très utilisée pour des bases ave
un grand nombre d'attributs et peu d'objets [JR05℄. Les motifs fermés sont aussi très liés aux144



6.3. Algorithmes de re
her
he de motifsséparateurs minimaux dans le graphe 
o-bipartite 
odant la base de données. Cette relation apermis aux auteurs de [Sig02, BS04℄ d'importer des méthodes de graphes en Fouille de Données.Nous avons représenté les motifs fermés en
adrés d'un re
tangle dans la �gure 6.5.Nous venons de voir que les motifs fermés forment une représentation 
ondensée optimaledes motifs 
ontraints. Nous présentons maintenant une autre représentation 
ondensée, très utilemais non optimale, basée sur les motifs libres.Dé�nition 19 (Motif libre) Les motifs libres sont les éléments minimaux au sens de l'in
lu-sion des 
lasses d'équivalen
es.Intuitivement, un motif libre ne possède pas de sous motif ayant le même support. Les motifslibres furent introduits par Bastide et al. [BTP+00, BTP+02℄ sous la notion de motifs 
lés et parBouli
aut et al. dans [BBR00℄. Ces derniers utilisèrent les motifs libres pour générer des règlesd'asso
iation de 
on�an
e 100% et à prémisses minimales.Les motifs libres sont soulignés dans la �gure 6.5.6.2.5 BorduresLes bordures (positive et négative) sont deux autres représentations 
ondensées de tous lesmotifs valides. A l'inverse des motifs libres ou fermés, il n'est 
ependant pas possible de re
al
ulerles fréquen
es des motifs. Les bordures sont les limites entre les motifs qui satisfont une 
ontrainte(bordure positive) et 
eux qui ne la satisfont pas (bordure négative).Dé�nition 20 (Bordure positive) La bordure positive est l'ensemble des motifs maximaux ausens de l'in
lusion satisfaisant la 
ontrainte.De manière équivalente, tout sur-motif d'un motif de la bordure positive ne satisfait pas la
ontrainte. La bordure positive asso
ié à la table 6.1 et à la 
ontrainte de 2-fréquen
e est donnéepar {a1a3a5, a2a3a6, a1a4, a4a7}.Dé�nition 21 (Bordure négative) La bordure négative est l'ensemble des motifs minimauxau sens de l'in
lusion qui ne satisfont pas la 
ontrainte.Par opposition à la bordure positive, tout sous-motif d'un motif de la bordure négative satisfaitla 
ontrainte. Pour la 
ontrainte de 2-fréquen
e, la bordure négative de la table 6.1 est 
onstituéede tous les motifs non-fréquents à deux attributs (13 éléments).La notion de bordure négative est étroitement liée à la génération de 
andidats pour les algo-rithmes par niveaux [MT97℄. En parti
ulier, Mannila et Toivonen ont montré que 
es algorithmestestent la 
ontrainte au moins autant de fois qu'il y a de motifs dans les bordures positive etnégative. Finalement, le 
al
ul des bordures négatives est étroitement lié au 
al
ul de traversesminimales dans des hypergraphes [MR86, DT95℄.6.3 Algorithmes de re
her
he de motifsDepuis une dizaine d'années, la fouille de données dispose d'un grand nombre d'algorithmespour extraire des motifs sous 
ontrainte anti-monotone. Nous avons 
hoisi de n'en présenter quedeux : Apriori et E
lat qui sont les algorithmes fondateurs de deux appro
hes possibles pourl'extra
tion de motifs. Toutefois nous aborderons su

in
tement d'autres algorithmes. 145



Chapitre 6. Fouille de données et motifs
Y ∪ {a1}

Y

Y ∪ {a2}

Y ∪ {a1, a2}


ritère 2 
ritère 1
Fig. 6.6 � Critères d'élagage.Cette se
tion 
ommen
e par exposer les propriétés fondamentales qui sont à la base des deuxalgorithmes. Ensuite, l'algorithme Apriori qui par
ourt le treillis des motifs en largeur est pré-senté. La troisième sous-se
tion se 
on
entre sur l'algorithme en profondeur E
lat. Finalement,nous présentons su

in
tement d'autres te
hniques pour l'extra
tion de motifs.6.3.1 Propriétés fondamentales des algorithmesUne méthode simple pour extraire tous les motifs est de par
ourir le treillis des motifs au
omplet et de ne garder que les motifs 
ontraints. Cette méthode est à pros
rire puisqu'ellené
essite le par
ours de 2m motifs s'il y a m attributs. Il faut don
 pouvoir élaguer le treillis desmotifs très rapidement.Les 
ontraintes anti-monotones o�rent deux 
ritères d'élagage pour optimiser la re
her
he.Critère 2 Si un motif X ne satisfait pas une 
ontrainte anti-monotone, tous les sur-motifs de

X ne la véri�ent pas non plus.Critère 3 Si un motif X satisfait une 
ontrainte anti-monotone, tous les sous-motifs de Xvéri�ent aussi la 
ontrainte.La �gure 6.6 montre 
omment les deux 
ritères d'élagage peuvent intervenir. On se pla
edans la situation ou Y est un motif valide dont le sur-motif Y ∪ {a1} est aussi valide mais pasle sur-motif Y ∪ {a2}. L'algorithme peut tout d'abord 
onsidérer le motif Y ∪ {a1, a2} 
ommeun sur-motif de Y ∪ {a1} mais après véri�
ation du 
ritère 2, il s'aperçoit que Y ∪ {a2} est unsous-motif non valide du motif Y ∪ {a1, a2}. Ce dernier n'est don
 pas valide et peut don
 êtreignoré. Ensuite 
omme Y ∪ {a2} est non valide, le 
ritère 1 indique à l'algorithme qu'il n'est pasné
essaire de générer tous les sur-motifs de Y ∪ {a2}.Maintenant, si Y ∪ {a1} et Y ∪ {a2} sont des motifs valides, alors au
un des deux 
ritèresne peut être utilisé pour a�rmer (ou in�rmer) que Y ∪ {a1, a2} satisfait la 
ontrainte. Il fautalors véri�er dans la base dire
tement (ou disposer d'autres informations). Un tel motif est
ommunément appelé un motif 
andidat.La génération des 
andidats est un point 
lé pour l'e�
a
ité des algorithmes. Il est bienévident qu'il est très fa
ile de ne pas 
réer un sur-motif à partir d'un motif non valide. Il est
ependant plus di�
ile de véri�er que tous les sous-motifs d'un motif sont valides (
ritère 2). Lavéri�
ation de 
e dernier 
ritère né
essite une stru
ture adéquate pour gérer les motifs validesmais la génération de 
andidats doit rester simple. Han et al. [HPY00℄ 
onsidèrent 
ette étape
omme un goulet d'étranglement et Bayardo et al. [BAG99℄ proposent même de ne pas véri�er le146



6.3. Algorithmes de re
her
he de motifsse
ond 
ritère (Algorithme Dense-Miner). Beau
oup plus de motifs (appelés aussi 
andidats)sont générés et véri�és dans la base mais le 
oût de véri�
ation du se
ond 
ritère est nul. Lesexpérimentations montrent que Dense-Miner reste 
omparable aux autres algorithmes 
e quimontre à la fois l'e�
a
ité du se
ond 
ritère d'élagage mais aussi son 
oût. Le point faible de 
esalgorithmes est la mise en mémoire de tous les motifs 
andidats 
omme nous allons le voir ave
l'algorithme Apriori.6.3.2 Apriori : algorithme de re
her
he en largeur d'abordLes algorithmes de re
her
he (ou d'extra
tion) en largeur d'abord, ou algorithmes par ni-veaux, ont tous en 
ommun qu'ils génèrent des motifs 
andidats de longueur k + 1 à partir demotifs valides de longueur k. Il existe de nombreuses instan
es d'algorithmes par niveaux dont lepremier, Apriori, fut inventé par Agrawal et al. en 1993 [AIS93, AS94℄. L'algorithme Aprioriest présenté à la �gure 6.7.Nous notons Fk l'ensemble des motifs valides de longueur k et Ck l'ensemble des motifs
andidats de longueur k. Apriori 
ommen
e par lire la base de données B pour 
onstruirel'ensemble F1 des motifs valides de longueur 1 (ligne 1). L'algorithme alterne ensuite les phasesde génération de 
andidats (fon
tion apriori-gen) et de véri�
ation des 
andidats dans la base(lignes 4-7).La génération de 
andidats de longueur k + 1 à partir de l'ensemble Fk s'e�e
tue de lamanière suivante. Apriori 
ommen
e par fusionner 2 à 2 les motifs de Fk ayant le même pré�xede longueur k − 1 (ligne 2 de apriori-gen) pour obtenir des motifs de longueur k + 1. Ensuite,le se
ond 
ritère est testé pour 
haque nouveau motif (fon
tion veri�e-
ritere2). Si le 
ritèreest véri�é, alors le motif est un motif 
andidat et est ajouté à Ck, sinon il est ignoré.Une fois que tous les 
andidats sont 
al
ulés, la phase de véri�
ation par
ourt la base pourne garder que les motifs valides (lignes 4 à 7). Une exé
ution de Apriori sur l'exemple 6.1 estdonnée à la �gure 6.8 pour la 
ontrainte de 2-fréquen
e.Apriori par
ourt autant de fois la base que la longueur du plus grand motif valide. Cepar
ours est très 
oûteux surtout si la base ne peut être mise en mémoire prin
ipale. Une astu
epour réduire 
e 
oût est de 
onsidérer le 
odage verti
al8 plut�t que le 
odage transa
tionnel,voire une appro
he hybride [HGN00℄.L'in
onvénient majeur de Apriori est d'utiliser énormément de mémoire. En e�et à 
haqueétape, l'algorithme garde en mémoire tous les motifs valides de longueur k− 1 et tous les motifs
andidats de longueur k. Pour de grandes bases de données denses, 
'est à dire ave
 beau
oupde motifs valides, Apriori 
onduit quasi-systématiquement à une saturation de la mémoire 
equi a motivé l'élaboration d'algorithmes en profondeur d'abord (
f. pro
haine se
tion).La génération de tous les 
andidats ainsi que le 
al
ul de leur support (pendant la véri�
ation)né
essite une stru
ture de données adaptée à 
ette tâ
he. Dans la littérature, plusieurs exemplessont proposés 
omme les tables de ha
hage, les hash-tree [AMS+96℄, les tries ou pre�x-tries[BK02, BMUT97℄,et
. Dans son survey [Goe03℄, Goethals a 
onstaté que Apriori n'avait pasdu tout la même performan
e selon la stru
ture 
hoisie9.La génération, le sto
kage et la véri�
ation sont don
 primordiaux pour améliorer la 
omplexitéde Apriori et il existe plusieurs optimisations possibles à 
es étapes .8Ainsi, le 
al
ul du support d'un motif se résume à l'interse
tion des 
olonnes qui 
orrespondent aux attributsqui 
omposent le motif. Les autres 
olonnes sont ignorées. Ave
 le 
odage transa
tionnel, la base doit être par
ourueentièrement.9ils ont 
hoisi le trie sans justi�er 
e 
hoix 147



Chapitre 6. Fouille de données et motifsAlgorithme AprioriInput : une base B et une 
ontrainte qOutput : l'ensemble des motifs valides F0 : F := {}1 : C1 := {{a}|a ∈ A}2 : k := 13 : Tant que Ck 6= {} faire4 : // véri�
ation des 
andidats5 : Pour tout objet o de B faire6 : mettre à jour les variables pour la véri�
ation des 
andidats7 : �n pour8 : //Extra
tion des motifs valides9 : Fk := {X| q(X,B) = 1}10 : F := F ∪ Fk11 : //Génération des 
andidats12 : Ck+1 :=apriori-gen(Fk)13 : k + +14 : �n tant que15 : retournerFFon
tion apriori-gen :génère les 
andidatsInput : ensemble Fk de motifs valides de longueur kOutput : l'ensemble Ck+1 des motifs 
andidats de longueur k + 10 : Ck+1 = {}1 : Pour tout motifs X,Y ∈ Fk ave
 X[1..k − 1] = Y [1..k − 1] et X[k] 6= Y [k] faire2 : Z := X ∪ {Y [k]}3 : Si veri�e-
ritere2(Z,Fk) alors4 : Ck+1 = Ck+1 ∪ {Z}5 : Fin si6 : Fin pour7 : retourner Ck+1Fon
tion véri�e-
ritere2Input : ensemble Fk de motifs valides de longueur k et Z un motif généréOutput : vrai si Z véri�e le 
ritère 2, faux sinon0 : Pour i de 1 à k + 1 faire1 : Si Z\Z[i] /∈ Fk alors2 : retourner faux3 : Fin si4 : Fin pour5 : retourner vrai Fig. 6.7 � Algorithme Apriori.148



6.3. Algorithmes de re
her
he de motifs
C1 F1 C2 F2 C3 F3 C4

a1 a1 (4) toutes a1a3 (2) a1a3a5 a1a3a5 (2)
a2 a2 (4) les a1a4 (2) a2a3a6 a2a3a6 (2)
a3 a3 (5) paires a1a5 (2)
a4 a4 (3) de a2a3 (3)
a5 a5 (3) a1a2 a2a6 (2)
a6 a6 (3) à a3a5 (3)
a7 a7 (2) a6a7 a3a6 (2)

a4a7 (2)Fig. 6.8 � Exé
ution de Apriori .6.3.3 E
lat : algorithme de re
her
he en profondeurD'une manière générale, les algorithmes par niveaux sont très gourmands en ressour
e mé-moire. Pour pallier à 
ette faiblesse, Zaki [ZPOL97, Zak00℄ proposa une nouvelle appro
he baséesur le par
ours en profondeur d'abord du treillis et donna naissan
e à l'algorithme E
lat. De-puis, d'autres algorithmes en profondeur sont apparus [AAP00, AAP01℄ dont un des plus 
onnusest FP-Growth [HPY00℄ proposé par Han et al.Dorénavant, nous supposons que les attributs qui 
omposent les motifs sont rangés dansl'ordre lexi
ographique. Ainsi, le motif a5a3a8 s'é
rira a3a5a8. Dans toute la suite, pour un motif
X = x1 . . . xk ave
 x1 <lex x2 <lex . . . <lex xk et un attribut a, la notation Xa supposeratoujours que xk <lex a. Pour un motif X de longueur k − 1, l'ensemble F [X] désigne les motifsvalides de longueur au moins k ayant 
omme pré�xe X (les attributs sont ordonnés). Tous lesalgorithmes en profondeur sont basés sur la propriété ré
ursive suivante des ensembles Fk,

F [X] =
⋃

a∈A\X, Xa fréquentF [Xa]. (6.1)Toute la di�
ulté est de 
al
uler le plus rapidement possible les ensembles F [Xa]. Pour 
ertaines
ontraintes 
omme la 
ontrainte de fréquen
e, la base est maintenue à jour lors des appels ré
ursifspour n'avoir à 
onsidérer que les informations né
essaires aux 
al
uls des F [Xa]. Ainsi, plus lemotif X est grand, plus la véri�
ation des motifs 
andidats se fera rapidement 
ar la taille de labase diminuera. Par exemple, la formule 6.1 pour une 
ontrainte de fréquen
e q se simpli�e en
FB[X] =

⋃

a∈A\X, Xa fréquentXa · FB<Xa> [∅], (6.2)où B<Y > est la base initiale privée des attributs de Y et qui ne 
ontient que les transa
tions quisupportent Y .Une version de E
lat pour la 
ontrainte de γ-fréquen
e est donnée à la �gure 6.9. Parhypothèse l'algorithme utilise le 
odage verti
al des bases et suppose que tous les attributs dansla base passée en paramètre sont γ-fréquents. On 
onstate que la 
onstru
tion des bases Ba formele 
oût prin
ipal à 
haque étape. Tous les motifs (
andidats) de la forme {a, b} sont testés (lignes6-7) et seuls les attributs b ave
 les objets supportant a sont ajoutés dans la base Ba (ligne 8).E
lat teste la 
ontrainte sur beau
oup plus de motifs 
andidats que Apriori. L'appro
heen profondeur fait qu'E
lat ne dispose pas de tous les motifs fréquents de longueur k − 1 pour149



Chapitre 6. Fouille de données et motifsAlgorithme E
lat pour la γ-fréquen
eInput : une base B, un seuil de fréquen
e γ et un motif XOutput : {X ∪ Y | Y motif γ-fréquent dans B}0 : F := {}1 : pour tout a ∈ A faire2 : F := F ∪ {X ∪ {a}}3 : //Création de la base Ba4 : Ba := {}5 : pour tout b ∈ A ave
 b > a faire6 : C := support({a}) ∩ support({b})7 : si |C| ≥ σ alors8 : Ba := Ba ∪ {(b, C)}9 : �n si10 : �n pour11 : //appel ré
ursif12 : Fa := Eclat(Ba, γ,X ∪ {a})13 : F := F ∪ Fa14 : �n pour15 : retourner FFig. 6.9 � Implémentation de E
lat pour la 
ontrainte de fréquen
e.véri�er le se
ond 
ritère d'élagage sur les motifs 
andidats de longueur k (essentiellement toutesles fusions de deux motifs valides ayant le même pré�xe sont testées 
e qui 
orrespond uniquementà l'étape de fusion de Apriori sans la véri�
ation du se
ond 
ritère d'élagage). Toutefois, lesvéri�
ations sont plus e�
a
es 
omparées à 
elles de Apriori et l'espa
e mémoire requis estsans 
omparaison moindre. De plus, E
lat est fa
ilement parallélisable 
ar les ensembles F [Xa]pour des attributs ave
 a /∈ X sont tous disjoints et peuvent être 
al
ulés séparément [LM04℄.Comme Apriori , E
lat 
onnaît des améliorations. Il est possible d'ordonner les attributsà 
haque étape pour diminuer le nombre de motifs 
andidats. La fusion de deux motifs peut serévéler inutile modulo des informations 
omplémentaires sur les di�sets10 [ZG01, ZH02℄. Finale-ment, une appro
he hybride 
ombinant Apriori pour les motifs de petites tailles et E
lat pourles motifs plus longs a été proposée par Hipp et al. dans [HGN00℄.6.3.4 Autres algorithmesJusqu'à présent, nous avons dé
rit deux algorithmes qui furent respe
tivement les pionnierspour la re
her
he en largeur et en profondeur de motifs. L'in
onvénient des algorithmes en pro-fondeur est qu'ils né
essitent de mettre en mémoire la base 
omplète. Cela n'est pas toujourspossible. Pour 
ontourner 
e problème, les auteurs de [BMUT97℄ et [SON95℄ ont respe
tivementprésenté deux algorithmes Di
 et Partition qui dé
oupent le base initiale en petits mor
eauxqui tiennent en mémoire, puis 
al
ulent les motifs fréquents lo
aux à 
haque base et véri�ent siles motifs lo
aux sont fréquents dans la base initiale. Ces appro
hes génèrent toutefois beau
oupplus de motifs 
andidats que Aprioripuisqu'un motif peut être fréquent dans un des mor
eaux10di�éren
e entre le support d'un motif et le support de tous ses sous-motifs immédiats150



6.4. Que peut apporter l'analyse en moyenne à la fouille de données ?sans l'être dans la base 
omplète11.Une alternative au partitionnement est l'é
hantillonnage proposé par Toivonen [Toi96℄. Uné
hantillon d'objets est prélevé au hasard dans la base initiale et les motifs fréquents y sontensuite extraits. Le 
hoix du seuil de fréquen
e pour l'extra
tion dans l'é
hantillon est déli
at
ar il doit assurer que tous les motifs fréquents de la base initiale sont aussi des motifs fréquentsde l'é
hantillon. Pour s'en assurer, le seuil est abaissé 
e qui a pour e�et de générer beau
oupplus de 
andidats.Nous terminons 
ette se
tion 
onsa
rée aux algorithmes par un nouvel algorithme en pro-fondeur FP-Growth. L'obje
tif de 
et algorithme est de tirer avantage à la fois des 
odagestransa
tionnel et verti
al. Pour 
ela, une nouvelle stru
ture de données appelée FP-tree (FrequentPattern Tree) est 
réée. Toutes les informations sur 
ette stru
ture sont fournies dans [HPY00℄.Cependant, Goethals [Goe03℄ semble indiquer que malgré ses nombreux avantages, la gestion duFP-tree à 
haque étape est très 
oûteuse 
e qui fait de FP-Growth un algorithme 
omparableà Apriori ou E
lat.Cette se
tion a présenté une liste d'algorithmes de natures très di�érentes. Cette liste n'estbien entendu pas exhaustive. Nous n'avons pas abordé par exemple les algorithmes d'extra
-tion de motifs fermés dont les plus 
onnus sont Close [PBTL99a℄, Charm [ZH02℄ et Closet[PHM00, WHP03℄. La pro
haine se
tion traite des apports possibles de l'analyse en moyenne àla 
ompréhension des algorithmes d'extra
tion de motifs.6.4 Que peut apporter l'analyse en moyenne à la fouille de don-nées ?La première se
tion a présenté le problème général de l'extra
tion de motifs satisfaisant une
ontrainte anti-monotone. La se
onde se
tion a dé
rit plusieurs algorithmes pour résoudre 
eproblème. Dans l'introdu
tion, nous avons expliqué notre positionnement. A savoir expliquer lesphénomènes observés en pratique par des analyses en moyenne, mieux 
omprendre la di�
ulté del'extra
tion de motifs et si possible, utiliser les résultats théoriques pour optimiser les algorithmes.Atteindre 
es obje
tifs passe né
essairement par l'étude de 
ertains paramètres.Dans 
ette se
tion, nous présentons quelques paramètres qui ont un grand intérêt pour l'ex-tra
tion. Nous tenterons aussi de donner des pistes pour aborder 
es problèmes avant d'analyserdans le pro
hain 
hapitre, le nombre de motifs fréquents et fermés présents dans une base dedonnées prise au hasard.6.4.1 Nombre de motifs valides, fermés et libresIl est bien 
onnu que le nombre maximum de motifs valides, fermés ou libres est d'au plus 2mpour m attributs et que 
ette borne est atteinte pour des instan
es très parti
ulières. Cependant,les expérien
es montrent que 
es motifs sont beau
oup moins nombreux, et jusqu'à aujourd'hui,nous ne disposons pas d'ordres de grandeur plus �dèles à la réalité.Nous nous proposons dans un premier temps (
f. pro
haine partie) d'étudier le nombre de
es motifs dans une base de données aléatoire (pour la 
ontrainte de fréquen
e). Les intérêtssont multiples. Tout d'abord, le nombre de motifs valides est le travail minimum auquel ne peut11En revan
he, si un motif est 10% fréquent dans la base initiale, il existe au moins un mor
eau dans lequel ilest 10% fréquent. 151



Chapitre 6. Fouille de données et motifsé
happer tout algorithme d'extra
tion. Ce paramètre 
onstitue don
 une borne inférieure de la
omplexité des algorithmes d'extra
tion. Ensuite, il permet de mieux appréhender la réelle di�-
ulté du problème. Ainsi, existe-t-il un nombre exponentiel de motifs valides ou plut�t un nombrepolynomial ? D'un autre 
oté, di�érents modèles de bases peuvent mettre en éviden
e l'in�uen
edes bases (et de leurs propriétés) sur le nombre de motifs valides. Finalement, 
omme les algo-rithmes de 
omptage probabiliste, nous espérons à plus long terme pouvoir 
ompter rapidementle nombre de motifs valides ave
 un minimum d'information sur la base. Ce
i permettrait auxexperts d'extraire rapidement la quantité d'information voulue sans avoir à répéter le pro
essusd'extra
tion plusieurs fois.En outre, les motifs γ-fréquents ou γ-fermés ont un sens parti
ulier dans les représentationsmatri
ielles et par graphes (
f. �gure 6.10). Dans la représentation matri
ielle, un motif γ-fréquentest à une permutation près des lignes et des 
olonnes, un re
tangle de 1 maximal en hauteurd'au moins γ lignes. Un motif fermé est quant à lui un re
tangle de 1 maximal en hauteur et enlargeur d'au moins γ lignes. Dans la représentation en graphe bipartite, un motif 1-fermé ave
 sonsupport est un sous-graphe bipartite 
omplet et maximal [LLSW05℄ alors que dans le graphe 
o-bipartite, les 1-fermés ave
 leurs supports sont en 
orrespondan
e (bije
tive) ave
 les séparateursminimaux [BS04, Sig02℄ (ensemble de sommets qui lorsqu'ils sont supprimés dé
onne
tent legraphe). Énumérer dans un modèle aléatoire pré
is le nombre de motifs fréquents ou fermésrevient don
 à énumérer les objets 
ombinatoires pré
édemment 
ités.6.4.2 Taille de la bordure négativeUn motif de la bordure négative est un motif non valide dont tous les sous-motifs sont valides.Mannila et Toivonen [MT97℄ ont montré que les algorithmes par niveaux e�e
tuent au moinsune véri�
ation pour 
haque motif des bordures négative et positive. Comme la bordure positiveest in
luse dans l'ensemble des motifs valides, le nombre total de véri�
ations 
orrespond à lataille de la bordure négative plus le nombre de motifs valides.Un se
ond paramètre à analyser est don
 le nombre de motifs dans la bordure négative.Asso
ié à l'analyse du nombre de motifs valides, on en déduira le nombre total de véri�
ationsexé
utées par les algorithmes en largeur.Mais 
e paramètre a un autre intérêt dans la théorie des hypergraphes. Comme nous l'avonsvu, une base de données B se modélise naturellement sous la forme d'un hypergraphe HB .Une traverse minimale d'un hypergraphe est un ensemble minimal (au sens de l'in
lusion) desommets qui interse
te toutes les hyper-arêtes. Les auteurs de [MT97℄ ont montré que les traversesminimales de l'hypergraphe HB forment les éléments de la bordure négatives. Déterminer la taillemoyenne de la bordure négative d'une base revient don
 à 
al
uler le nombre moyen de traversesminimales que possède un hypergraphe.
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6.4. Que peut apporter l'analyse en moyenne à la fouille de données ?
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(c) motif fermé {4,5,6} de support {1,2}=

séparateur minimal {1,2,3}   {3,4}

sous−graphe bipartite maximal complet {1,2,3}   {1,2}Fig. 6.10 � Correspondan
es entre les motifs fréquents ou fermés et les re
tangles maximauxdans la matri
e, les sous-graphes bipartites 
omplets maximaux et les séparateurs minimaux.
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Hypergraphe HB32 41traverses minimales {1, 2, 3} et {1, 3, 4}bordure négative={{1, 2, 3}, {1, 3, 4}}6.4.3 Taille du plus long motifA 
haque niveau du treillis des motifs valides, Apriori génère des 
andidats puis par
ourt labase de données pour savoir s'ils satisfont la 
ontrainte. La taille du plus long motif est don
 lenombre de passes sur la base que Apriori utilise pour toutes ses véri�
ations. Dans la littérature,le par
ours 
omplet de la base est souvent 
onsidéré 
omme très 
oûteux surtout si la base esten mémoire externe. C'est pourquoi on essaie souvent d'optimiser 
e paramètre.Les expérien
es ave
 la 
ontrainte de fréquen
e montrent qu'il existe très peu de longs motifsvalides. Pour des bases aléatoires où 
haque attribut appartient à une transa
tion ave
 uneprobabilité p �xée, les auteurs de [AMS+96℄ ont montré qu'il y avait peut de motifs de longueurplus grande que log r/logp où le seuil de fréquen
e est donné par γ = r × n ave
 r ∈]0, 1[ et nest le nombre de transa
tions. Cependant, la distribution exa
te de la taille du plus long motifn'est pas 
onnue.6.4.4 Complexité des algorithmes de re
her
he en largeurLa 
omplexité en temps et la 
omplexité en espa
e sont deux paramètres fondamentaux pourles algorithmes de re
her
he en largeur.Les algorithmes par niveaux alternent les phase de génération de 
andidats et les phasesde véri�
ation. Comme nous l'avons vu pré
édemment, le 
oût total de toutes les phases devéri�
ations est étroitement lié à la taille de la bordure négative plus le nombre de motifs valides.Mais plus que le nombre de motifs, il faudrait aussi tenir 
ompte du 
oût de la véri�
ation d'unmotif qui est lui très dépendant de la stru
ture utilisée (trie, Hashtree). Le 
oût total des phasesde génération 
omprend le 
oût total des phases de fusion et le 
oût total des véri�
ations duse
ond 
ritère d'élagage. Ces 
oûts dépendent bien entendu de la stru
ture de données utiliséemais par exemple le nombre de 
ouples fusionnés permettrait d'avoir une bonne 
ompréhensionde l'importan
e de la phase de fusion.La 
omplexité en mémoire est aussi un point 
lé des algorithmes par niveau. L'espa
e mé-moire maximum utilisé par Apriori intervient au moment où le nombre de motifs 
andidats delongueur k et le nombre de motifs valides de longueur k− 1 est maximum. A
tuellement, tout 
eque l'on sait sur la 
omplexité en mémoire est du même ordre que 
e que l'on sait sur le nombrede motifs valides à savoir que dans le pire des 
as, 
ela explose de manière exponentielle. Mais154



6.5. Con
lusionen pratique et pour des 
ontraintes raisonnables, Apriori reste e�
a
e 
e qui semble montrerun 
omportement di�érent du pire des 
as.6.4.5 Complexité des algorithmes en profondeurContrairement aux algorithmes en largeur, la 
omplexité en mémoire est peu importante pourles algorithmes en profondeur 
ar ils ont été 
onçus pour ne pas utiliser trop de 
ette ressour
e.En revan
he, la 
omplexité en temps reste fondamentale.La 
omplexité de l'algorithme E
lat (pour la 
ontrainte de fréquen
e) est essentiellement
onstituée du 
oût total de 
onstru
tion des bases Ba. Contrairement aux algorithmes par ni-veaux, la 
omplexité des algorithmes en profondeur me semble plus a

essible. Il est traditionnelen algorithmique de représenter les exé
utions d'algorithmes ré
ursifs sous la forme d'arbres. En-suite, l'analyse de 
ertains paramètres de l'algorithme se fait en attribuant un 
oût aux feuilleset un 
oût aux noeuds internes des exé
utions. Pour 
al
uler la 
omplexité de E
lat, il mesemble su�sant de 
onsidérer un 
oût aux feuilles valant 1 et un 
oût au noeud équivalent au
oût total pour générer toutes les bases Ba. Un bémol 
ependant, les arbres 
onsidérés sont trèsdéséquilibrés 
e qui est inhabituel en analyse d'algorithmes.6.4.6 Combinaison de 
ontraintesNous terminons 
ette se
tion ave
 
e que nous souhaiterions faire à long terme en Fouille deDonnées. Pendant très longtemps, la 
ommunauté s
ienti�que s'est 
on
entrée uniquement surles 
ontraintes monotones ou anti-monotones. Depuis quelques années, la re
her
he de motifssous 
ontrainte s'est généralisée. Aujourd'hui, nous disposons d'algorithmes 
apables d'extrairedes motifs qui satisfont une 
ontrainte générale issue de grammaires de 
ontraintes [SC05℄.Notre obje
tif, peut-être ambitieux ou utopique est de 
réer une grammaire d'objets 
ombi-natoires, à l'image des di
tionnaires pour les séries génératri
es, grâ
e à laquelle il serait possibled'analyser systématiquement 
ertains des paramètres pré
édemment ren
ontrés.6.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons présenté les notions essentielles sur l'extra
tion de motifs sous
ontrainte anti-monotone. Nous avons aussi introduit deux algorithmes importants dans l'histoirede l'extra
tion de motifs. Le premier, Apriori , fut 
réé pour extraire les motifs ave
 une stratégiede re
her
he en largeur d'abord. E
lat est quant à lui le premier algorithme utilisant la re
her
heen profondeur d'abord.Nous nous proposons d'apporter un nouvel é
lairage sur l'extra
tion de motif, 
elui de l'ana-lyse en moyenne. Dans un domaine où les analyses dans le pire des 
as sont nombreuses mais nonreprésentatives de la 
omplexité réelle, l'analyse en moyenne trouve naturellement sa pla
e. Nosobje
tifs à 
ourt et long terme sont multiples. Tout d'abord, nous désirons véri�er par la théoriedes 
onstatations pratiques. Ensuite nous espérons apporter de nouveaux éléments 
on
ernantla réelle 
omplexité de l'extra
tion de motifs. Finalement à long terme, nous espérons pouvoiranalyser 
on
rètement la 
omplexité des algorithmes de référen
es. Le pro
hain 
hapitre 
onsti-tue le premier pas vers tous 
es obje
tifs et présente la première analyse en moyenne du nombrede motifs fréquents et fermés dans une base de données aléatoire.
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Chapitre 7Analyse des motifs fréquents et fermésdans une base de données
Sommaire 7.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1577.2 Points de vue sur le problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1597.2.1 Point de vue matri
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es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1747.6 Preuves des trois théorèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1747.6.1 Démar
he générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1747.6.2 Formules de départ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1777.6.3 Formule intégrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1797.6.4 Cas du seuil proportionnel γ = r · n . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1807.6.5 Cas du seuil 
onstant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1837.7 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1837.1 Introdu
tionLa partie pré
édente résume les aspe
ts essentiels de l'extra
tion de motifs sous une 
ontrainteanti-monotone. Nous nous 
on
entrons maintenant sur le nombre moyen de motifs valides pourla 
ontrainte la plus utilisée : la 
ontrainte de fréquen
e dé�nie pour un entier positif γ, un motif
X et une base B par,

qγ(X,B) =

{
1 si FreqB(X) ≥ γ
0 sinon.157



Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de donnéesL'extra
tion des motifs fréquents est la première étape mais aussi la plus 
oûteuse pour 
onstruireles règles d'asso
iations. Comme les règles d'asso
iations s'appliquent à des domaines très di�é-rents (Biologie, Chimie, Géographie, Commer
e, et
.), il est né
essaire de bien 
omprendre quelleest la réelle di�
ulté de l'étape d'extra
tion.Complexité théorique. D'un point de vue de la théorie de la 
omplexité, l'extra
tion estune tâ
he très di�
ile. En utilisant le problème de sous-graphe bipartite 
omplet et équilibré,les auteurs de [GMS97, PGG04℄ ont montré que l'existen
e d'un motif fréquent (maximal) delongueur donnée est un problème NP-
omplet. Le problème de 
omptage asso
ié est quant à lui#P-di�
ile puisque le 
al
ul du nombre d'a�e
tations satisfaisant une formule 2-CNF s'y réduit[GMKT97℄.Nombre de motifs. Nous disposons (à notre 
onnaissan
e) de très peu d'informations surle nombre de motifs qu'ils soient fréquents, libres, fermés ou même 
andidats. Dans [GGV01℄,Geerts, Goethals et Van den Buss
he donnent des bornes supérieures du nombre de motifs 
andi-dats générés à partir de motifs fréquents en se basant sur des dé
ompositions d'entiers en sommede 
oe�
ients binomiaux. Leur résultat donne une borne supérieure optimale mais 
ette bornen'admet pas de formule 
lose. Il n'est alors pas fa
ile d'avoir une idée exa
te du nombre de 
andi-dats. De leur 
oté, Dexters et Calders [DC04℄ ont étudié le lien entre la longueur maximale d'unmotif libre et le nombre de motifs libres. Ils ont prouvé que si ℓ est 
ette longueur maximale,alors il y a 2ℓ motifs libres.Pires et meilleurs 
as. Si tous les attributs sont présents dans tous les objets (ou de manièreéquivalente, si le 
odage matri
iel ne 
ontient que des 1, si le graphe bipartite est 
omplet, si legraphe 
o-bipartite n'est pas 
onnexe), alors tous les motifs sont fréquents quel que soit le seuil γave
 1 ≤ γ ≤ n (où n est le nombre d'objets). Ainsi, pour m attributs, il y a 2m motifs fréquents.Maintenant, si au
un attribut n'est 
ontenu dans les objets (ou de manière équivalente, si le
odage matri
iel ne 
ontient que des 0, si le graphe bipartite n'a que des sommets isolés, si legraphe 
o-bipartite est 
omplet), alors seul le motif vide est fréquent quel que soit le seuil γ. Lenombre de motifs γ-fréquents est don
 au pire exponentiel, au mieux 
onstant. Il en est de mêmeave
 les motifs libres et fermés. Pour le 
odage matri
iel ne 
ontenant que des 1, tous les motifsont le même support, il n'y a don
 qu'une 
lasse d'équivalen
e ave
 un unique motif fermé (ave
tous les attributs) et un unique motif libre (le motif vide). Considérons maintenant la matri
e
omposée uniquement de blo
s de un attribut et de γ objets. Supposons de plus que tous lesblo
s 
ontiennent des 1 sauf les blo
s diagonaux qui 
ontiennent uniquement des 0. Ainsi, les
2m − 1 motifs non 
omplets sont fermés et libres. La �gure 7.1 résume 
es deux situations.Analyses en moyennes existantes. Il existe un saut théorique important entre le pire etle meilleur des 
as pour le nombre de motifs fréquents, fermés et libres mais à notre 
onnaissan
e,il n'existe pas d'autres ordres de grandeurs plus pré
is sur la di�
ulté réelle de la tâ
he. C'estpour 
ette raison que nous avons e�e
tué une analyse en moyenne. Nous avons trouvé peu d'ana-lyses probabilistes en extra
tion de motifs. Lorsque Agrawal et al. introduisent pour la premièrefois l'algorithme Apriori [AMS+96℄, ils montrent que le nombre moyen de motifs fréquents delongueur ℓ dans une base de données aléatoires (sous le modèle de Bernoulli, 
f. se
tion 7.4.1)est d'au plus mℓe−2(γ−npℓ)2/n ave
 p la probabilité qu'un attribut appartiennent à un objet et
γ > npℓ. Cette borne, obtenue ave
 une inégalité de Cherno�, montre qu'il y a (en moyenne) peude motifs fréquents de longueur plus grande que log(γ/n)/ log p (modulo 
ertaines 
onditions sur
m, gamma et n).Toivonen a aussi utilisé des résultats probabilistes pour justi�er sa méthode d'é
hantillonnage [Toi96℄.Il montre par exemple qu'un motif fréquent dans la base de départ est presque sûrement fréquentdans l'é
hantillon (à 
ondition d'adapter le seuil γ).158



7.2. Points de vue sur le problème
γ

matrice de 1 matrice de 0 matrice de 1 sauf sur une
diagonale (par bloc)Fig. 7.1 � Pires et meilleurs des 
as pour les motifs fréquents, fermés et libres : (a) nombre
onstant de motifs fréquents, fermés et libres (b) nombre exponentiel de motifs fréquents, nombre
onstant de motifs fermés et libres (
) nombre exponentiel de motifs fréquents, fermés et libres.Plus ré
emment, Purdom et al. [PGG04℄ ont analysé sous le même modèle de bases aléatoiresque [AMS+96℄, le taux d'é
he
 ou de su

ès de Apriori. A 
haque niveau, Apriori génère des
andidats et le taux d'é
he
 (resp. de su

ès) est la proportion de 
andidats non valides (resp.valides). En utilisant une fois de plus les bornes de Cherno�, les auteurs ont mis en éviden
equatre régions où les taux de su

ès ou d'é
he
 sont pro
hes de 0 ou 1.Des analyses probabilistes ont également été réalisées par Christodoulakis [CHR83b, CHR83a,CHR84℄ pour montrer l'in�uen
e des hypothèses d'indépendan
e et d'uniformité sur l'estimationde paramètres liés à l'évaluation du 
oût d'une requête dans une base de données relationnelle.En parti
ulier, il montre que l'uniformité et l'indépendan
e 
onduisent souvent à une majorationdu 
oût réel, entraînant un sur
roît de travail pour obtenir les réponses aux requêtes.Plan. Ce 
hapitre est organisé de la manière suivante. La première se
tion présente di�érentspoints de vue sur le problème de re
her
he de motifs fréquents. La se
tion suivante introduit leshypothèses et les nouveaux résultats en moyenne. La troisième se
tion présente des modèles pourlesquels les hypothèses s'appliquent. Nous terminons �nalement ave
 les preuves.7.2 Points de vue sur le problèmeAu 
hapitre pré
édent, nous avons dé
rit plusieurs représentations possibles des bases de don-nées. Dans 
ha
une de 
es représentations, les motifs γ-fréquents ou γ-fermés ont une signi�
ationparti
ulière que nous dé
rivons maintenant.7.2.1 Point de vue matri
ielLes bases de données 
onsidérées s'expriment sous la forme de matri
es binaires. Si M =

(mi,j)i∈{1,...,n},j∈{1,...,m} est une matri
e binaire, un motif X ⊂ {1, . . . ,m} (où l'attribut ai estidenti�é ave
 son indi
e i) est un motif γ-fréquent si son support S ⊂ {1, . . . , n} (où l'objet oi estidenti�é ave
 son indi
e i) est de 
ardinal au moins γ. Quitte à permuter les lignes et les 
olonnes,159



Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de donnéesmaximum
maximum 1

par ligneau moinsun zéro *
au moins
olonneun zéro par ≥ γmaximum 1

par ligneau moinsun zéro
*
*motif fréquent motif ferméFig. 7.2 � Propriétés matri
ielles des motifs fréquents et fermésnous pouvons supposer que X et S sont respe
tivement de la forme {1, . . . , j} et {1, . . . , i}. Lamatri
e M est alors 
onstituée d'un re
tangle de 1 en haut à gau
he qui ne peut être agrandivers le bas et qui est de hauteur au moins γ. Nous en déduisons la propriété suivante :Les motifs γ-fréquents sont à une permutation des lignes et des 
olonnes près, des re
tangles de

1 maximaux en hauteur et de hauteur au moins γ.La �gure 7.2 résume 
ette situation. Le motif X = {1, . . . , j} est en plus γ-fermé si l'ajout d'unattribut fait diminuer stri
tement le support. A une permutation des 
olonnes près, 
ela signi�eque le re
tangle de 1 ne peut être agrandi en largeur (en gardant la même hauteur). Cela nousamène à la propriété suivante :Les motifs γ-fermés sont à une permutation des lignes et des 
olonnes près, des re
tangles de 1maximaux en hauteur et en largeur, de hauteur au moins γ.La �gure 7.2 résume aussi 
ette situation. Nous venons de donner deux 
ara
térisations matri-
ielles des motifs fréquents et fermés, et leur dénombrement se ramène don
 au dénombrementde re
tangles de 1 parti
uliers dans une matri
e binaire.7.2.2 Point de vue graphe bipartiteUne base de données (resp. matri
e) binaire s'interprète aussi sous la forme d'un graphebipartite non-orienté (S1, S2, E) où S1 est l'ensemble des sommets S1 = {a1, . . . , am} 
orrespon-dant aux attributs (resp. 
olonnes) et S2 = {o1, . . . on} est l'ensemble des sommets 
orrespondantaux objets (resp. lignes). L'ensemble des arêtes E est un sous-ensemble de S1 × S2 tel que (a, o)est une arête si et seulement si l'objet o 
ontient l'attribut a (resp. il y a un 1 dans la 
olonneasso
iée à a et la ligne asso
iée à o). Par identi�
ation, un motif est un sous-ensemble S′
1 de S1 etson support est un sous ensemble S′

2 de S2. En parti
ulier, 
haque élément de S′
1 est relié par unearête à 
haque élément de S′

2. Le sous-graphe ainsi formé est un sous-graphe bipartite 
ompletdu graphe initial. Par dé�nition, le motif S′
1 est γ-fréquent si son support S′

2 est de 
ardinal aumoins γ. De plus, le support est le plus grand ensemble d'objets qui 
ontient le motif. S′
2 estalors le plus grand sous-ensemble de S2 dont les éléments sont tous reliés aux éléments de S′

1.Nous en déduisons la propriété suivante :160



7.2. Points de vue sur le problème
maxi

colonnes lignes

maxi
maxi

colonnes lignes

motif fermémotif fréquentFig. 7.3 � Liens entre les motifs fréquents ou fermés ave
 les sous-graphes bipartites 
omplets.Un motif γ-fréquent est un sous-graphe bipartite 
omplet (S′
1, S

′
2, E|S′

1×S′
2
) de (S1, S2, E) tel que

S′
2 est de 
ardinal au moins γ et tel que S′

2 est le plus grand sous ensemble de S2 véri�ant
(S′

1, S
′
2, E|S′

1×S′
2
) est 
omplet.Le motif S′

1 est en plus γ-fermé si l'ajout d'un élément entraîne que le support diminue stri
te-ment. Dans 
e 
as, S′
1 est le plus grand sous-ensemble de S1 tel que tout élément de S′

1 est reliéà tout élément de S′
2. Par dé�nition, le 
ouple (S′

1, S
′
2) forme un sous-graphe bipartite 
ompletmaximum 
'est-à-dire, un sous graphe-bipartite 
omplet dont tout sur-ensemble de sommets neforme pas un graphe bipartite 
omplet.Un motif γ-fermé est un sous-graphe bipartite (S′

1, S
′
2, E|S′

1×S′
2
) 
omplet maximum (au sens del'in
lusion) tel que S′

2 est de 
ardinal au moins γ.La �gure 7.3 résume les propriétés pré
édentes. Ave
 
es relations, le dénombrement de motifsfréquents ou fermés se ramène au dénombrement de sous-graphes bipartites 
omplets maximumsou maximums d'un 
oté. Ces relations ont déjà été utilisées par les auteurs de [LLSW05℄ pourextraire les motifs fermés ave
 des te
hniques de graphes.7.2.3 Point de vue graphe 
o-bipartiteLe graphe 
o-bipartite (S1, S2, E) asso
ié à une base de données binaire se 
onstruit de lamanière suivante. L'ensemble S1 (resp. S2) est l'ensemble des attributs (resp. objets). Tous leséléments de S1 (resp. S2) sont reliés entre eux et forment ainsi une 
lique. Ensuite, il y a une arêteentre un attribut a de S1 et un objet o de S2 si l'objet o ne 
ontient pas l'attribut a. Le grapheainsi 
onstruit est don
 
omposé de deux 
liques reliées entre elles par des arêtes. Ce graphe estexa
tement le 
o-graphe du graphe bipartite dé
rit dans la partie pré
édente. Pour obtenir un
o-graphe, le prin
ipe est le suivant : là où il y a des arêtes, on les enlève et là où il n'y en apas, on en met. Dans la se
tion pré
édente, les fréquents ou les fermés étaient des sous-graphesbipartites (S′
1, S

′
2) 
omplets. Dans le graphe 
o-bipartite, les ensembles S′

1 et S′
2 n'ont pas d'arête
ommune. Si les ensembles S1\S′

1 et S2\S′
2 sont supprimés ainsi que les arêtes qui sont issues de
es ensembles, alors il reste les deux sous-
liques asso
iés à S′

1 et S′
2 qui sont dé
onne
tées. Lasuppression de S1\S′

1 et S2\S′
2 rend don
 le graphe non 
onnexe. Or un ensemble de sommets telque s'il est supprimé, le graphe devient non 
onnexe est appelé un séparateur. La �gure suivantemontre le passage d'un sous-graphe bipartite 
omplet à un séparateur. Une ligne en gras signi�e161



Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de donnéesqu'il n'y a que des arêtes entre les deux ensembles de sommets alors que les autres lignes signi�entqu'il peut exister des arêtes.
graphe bipartite graphe co−bipartite separateur

clique clique clique cliqueUn motif fréquent S′
1 de support S′

2 
orrespond don
 dans le graphe 
o-bipartite au séparateur
(S1\S′

1, S2\S′
2). Pour un motif fréquent, S2 est maximal au sens de l'in
lusion et a un 
ardinald'au moins γ. L'ensemble S2\S′

2 est don
 minimal et a pour 
ardinal au plus n− γ (où n est lenombre d'objets. On en déduit le point suivant :L'ensemble des motifs γ-fréquents est en bije
tion ave
 l'ensemble des séparateurs (S′
1, S

′
2) dugraphe 
o-bipartite ave
 |S′

2| ≤ n− γ et tels que S′
2 est le plus petit ensemble S véri�ant (S′

1, S)est un séparateur.De même, pour un motif fermé, S1 est aussi maximal au sens de l'in
lusion et l'ensemble S1\S′
1est alors minimal. Les motifs fermés véri�ent alors la propriété suivante :L'ensemble des motifs γ-fermés est en bije
tion ave
 l'ensemble des séparateurs (S′

1, S
′
2)minimums (au sens de l'in
lusion) du graphe 
o-bipartite et tels que |S′

2| ≤ n− γ.La relation entre les séparateurs minimums et les motifs fermés a déjà été utilisée par les auteursde [Sig02, BS04℄ pour importer les te
hniques de graphes en fouille de données. La �gure suivanterésume les deux types de séparateurs 
orrespondants aux motifs fréquents et fermés.
clique clique

mini

clique clique

mini mini

motif fréquent motif fermé7.2.4 Point de vue Pattern Mat
hingUne sour
e est un pro
édé aléatoire qui émet des symboles à 
haque top d'une horloge.Le pattern mat
hing est le domaine de l'informatique qui s'intéresse aux propriétés des motifs162



7.3. Modélisation des bases et résultats(ou mots) produits par une sour
e aléatoire. Les questions posées sont très diverses : un motifappartient-il à un texte produit par la sour
e ? Si oui, 
ombien de fois ? Combien de temps faut-ilattendre pour voir apparaître le motif ? et
 . . . Au départ, les motifs 
onsidérés étaient des lettres
onsé
utives alors que de nos jours, des 
ontraintes plus générales sont utilisées.Pour introduire le pattern mat
hing en fouille de données, il nous faut un texte. Nous 
onsi-dérons 
haque ligne de la matri
e binaire, ou de manière équivalente 
haque objet, 
omme unmot produit par une sour
e aléatoire sur l'alphabet {0, 1}. Une base de données à m attributset n objets est alors une suite de n mots (L1, . . . , Ln) produit par la sour
e dont 
ha
un est delongueur m. Nous appelons motif ligne X, un sous-ensemble de {1, . . . ,m}.Dé�nition 22 Nous dirons qu'un motif ligne X ⊂ {1, . . . ,m} est 
ontenu dans une ligne oudans un mot L si L = ℓ1 . . . ℓm et si pour tout i ∈ X, ℓi = 1. Nous é
rirons alors X ⊂ L.Il revient au même de dire que la ligne admet des 1 aux endroits pointés par le motif ligne etqu'ailleurs, il peut y avoir soit 0 soit 1. Si A = {a1, . . . , am}, à 
haque motif ligne X ⊂ {1, . . . ,m}
orrespond naturellement un motif (d'attributs) XA. Le problème de re
her
he de motifs γ-fréquents se ré
rit 
omme suit.Etant donné n mots de longueur m produits par une sour
e binaire S, trouver l'ensemble desmotifs lignes de {1, . . . ,m} qui sont 
ontenus dans au moins γ mots.A notre 
onnaissan
e, 
e problème de pattern mat
hing n'a jamais été traité. Il est très souventre
her
hé des motifs présents dans tous les mots ou bien des pré�xes présents dans au moinsdeux mots (voir par exemple les tries [CFV01℄).Pour les motifs fermés, il faut tenir 
ompte du support qui doit stri
tement dé
roître lorsqu'unattribut est ajouté. Voi
i don
 le problème équivalent au problème de re
her
he de motifs fermés.Etant donné n mots de longueur m produits par une sour
e binaire S, trouver l'ensemble desmotifs lignes de {1, . . . ,m} présents dans au moins γ mots et tel que tout sur-motif ligne Y ,
X ( Y , est présent dans stri
tement moins de mots.Dans la suite de 
e 
hapitre, nous allons 
onsidérer les bases de données 
omme une liste de motset nous nous plaçons dans le 
adre du pattern mat
hing.7.3 Modélisation des bases et résultatsPour la première fois en fouille de données, des résultats pré
is 
on
ernant le nombre moyende motifs fréquents et fermés sont donnés. Ces résultats sont obtenus dans un modèle de basesaléatoires 
onstruites à partir de sour
es et que nous dé
rivons dans la première se
tion. Plusle seuil de fréquen
e est grand, moins il y a de motifs fréquents. Pour dé
rire 
ette évolution,nous 
onsidérons dans la deuxième se
tion trois types de seuils : �xe, logarithmique et linéaire.Finalement, il est peu probable d'obtenir des résultats généraux valables pour toutes les sour
es.A partir d'une hypothèse faite pour 
haque type de seuil, nous énonçons dans la dernière se
tionles trois résultats prin
ipaux sur les motifs fréquents et fermés.7.3.1 Modélisation des bases de donnéesDans toute la suite, le nombre d'attributs (de 
olonnes) est noté m et n désigne le nombred'objets (de lignes). Il est 
lair que le nombre de motifs fréquents dépend fortement de la taille de163



Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de donnéesla base. On sait par exemple qu'il y a beau
oup plus de motifs fréquents dans les bases génétiques(
omportant un grand nombre d'attributs par rapport au nombre d'objets) que dans les basesplus re
tangulaires. Dans nos analyses, nous nous plaçons dans un 
adre large de �matri
esre
tangulaires� formalisé par l'hypothèse suivante.Hypothèse 2 (Base re
tangulaire) Le nombre d'attributs m est au plus polynomial en lenombre d'objets n et ré
iproquement,
∃c > 0, log n ∼ c logmLes objets sont en pratique des observations qui sont dé
rites ave
 les attributs. A priori, 
esobservations peuvent ne pas être indépendantes mais nous ferons l'hypothèse simpli�
atri
e sui-vante.Hypothèse 3 (Indépendan
e des objets) L'ensemble des objets forme une famille indépen-dante de variables aléatoires.Chaque ligne (ou objet) est indépendante des autres mais les 
olonnes (attributs) peuvent être
orrélées. Les 
orrélations sont modélisées ave
 une sour
e générale. Nous adoptons don
 le pointde vue du pattern mat
hing.Hypothèse 4 (Sour
e) Les objets, vus 
omme des mots sur l'alphabet {0, 1}, sont les pré�xesd'une même sour
e S.Cette hypothèse n'est pas restri
tive puisque dès que des symboles sont émis, nous pouvons les
onsidérer 
omme le résultat d'une sour
e in
onnue. Ce sont les hypothèses sur la sour
e S qui�xeront les limites du modèle.Toutes les bases de données 
onsidérées i
i satisfont 
es trois hypothèses. Mise à part la se
ondehypothèse, nous obtenons un modèle très large de bases de données dont les limites sont 
ellesimposées par la sour
e S.7.3.2 Trois types de seuilsLorsque le seuil de fréquen
e γ passe de 1 à n (n étant le nombre d'objets), les expérien
esindiquent que le nombre de motifs fréquents est tout d'abord exponentiel puis dé
roît pourdevenir 
onstant. Pour démontrer 
es résultats, nous 
onsidérons trois types de seuils : les seuils
onstants (hypothèse 5), les seuils logarithmiques (hypothèse 7) et les seuils proportionnels aunombre d'attributs (hypothèse 6).Hypothèse 5 (γ 
onstant) Le seuil de fréquen
e γ est 
onstant par rapport au nombre n d'ob-jets.En pratique, un seuil 
onstant signi�e un seuil très petit vis-à-vis du nombre d'objets (lignes).D'un point de vue plus théorique, un seuil de fréquen
e 
onstant entraîne que la 
ontraintes'a�aiblit lorsque la taille de la base s'agrandit. Etre 20-fréquent dans une base de 50 objetsest beau
oup moins probable (et don
 beau
oup plus fort) qu'être 20-fréquent dans une base de10000 objets.Posons maintenant la deuxième hypothèse.164



7.3. Modélisation des bases et résultats
Seuil constant

Seuil proportionnelFig. 7.4 � Di�éren
e entre le seuil linéaire et le seuil proportionnel. La partie grisée est la partieélaguée par la 
ontrainte de fréquen
e.Hypothèse 6 (γ proportionnel) Le seuil de fréquen
e γ est proportionnel au nombre n d'ob-jets et satisfait
γ = r · n, ave
 r ∈]0, 1[.Un seuil proportionnel (ou linéaire) signi�e en pratique un seuil non négligeable (voir mêmeassez élevé) 
omparé au nombre d'objets. D'un point de vue théorique, un seuil de fréquen
eproportionnel entraîne que la 
ontrainte ne s'a�aiblit pas lorsque la taille de la base s'agrandit.Si un motif est 5%-fréquent dans une base de 1000 objets, il sera 
ertainement 5%-fréquent dansune base de 100000 objets et ré
iproquement. C'est sur 
e prin
ipe qu'est fondée la méthoded'é
hantillonnage de Toïvonen [Toi96℄. La �gure 7.4 montre aussi que 
hoisir un seuil propor-tionnel élague beau
oup plus le treillis des motifs qu'un seuil 
onstant lorsque la base de donnéess'agrandit.Nous terminons ave
 un nouveau type de seuil grâ
e auquel nous avons aussi mis en éviden
e unphénomène intéressant.Hypothèse 7 (γ logarithmique) Le seuil de fréquen
e γ est d'un ordre plus grand que le lo-garithme du nombre n d'objets,

log n = o(γ).Sous l'hypothèse 2 de la base re
tangulaire, on a log n ∼ c logm et l'hypothèse 7 revient à
logm = o(γ).7.3.3 Trois seuils, trois hypothèses, trois résultatsA 
ha
un des seuils dé
rits pré
édemment, nous asso
ions une hypothèse a�n de mettre enéviden
e un résultat sur les motifs fréquents ou fermés. Pour un motif ligne X ⊂ {1, . . . ,m},nous notons pX la probabilité qu'il soit présent dans une ligne (ou dans un mot). Les hypothèsesfont intervenir 
es probabilités. 165



Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de données7.3.3.1 Cas du seuil proportionnelA�n d'exprimer le nombre moyen de motifs fréquents, nous posons k(S, r) la plus petitelongueur de motif pour laquelle tous les motifs de longueur supérieure ont une probabilité stri
-tement plus petite que r,
k(S, r) = max{k : ∀X ⊂ A, |X| > k, pX < r}.L'hypothèse suivante implique une borne 
onstante (en m et n) sur k(S, r).Hypothèse 8 (Dé
roissan
e exponentielle des probabilités) Les motifs lignes ont une pro-babilité exponentiellement dé
roissante ave
 leur taille. Plus pré
isément, il existe K > 0 et

θ ∈]0, 1[ tels que pour tout motif ligne X ⊂ {1, . . . ,m} de 
ardinal |X|, on a
pX ≤ K · θ|X|.L'hypothèse de dé
roissan
e exponentielle des probabilités entraînent que les motifs longs sonttrès peu probables. Ils ont ainsi une faible probabilité d'être présents simultanément dans beau-
oup d'objets. Pour un seuil de fréquen
e proportionnel, le théorème suivant 
on�rme 
etteintuition.Théorème 18 Dans une base de données aléatoire re
tangulaire (hypothèse 2) dont les objetssont générés indépendamment (hypothèse 3) à partir d'une sour
e S (hypothèse 4) et dont lesmotifs lignes ont une probabilité exponentiellement dé
roissante ave
 leur taille (hypothèse 8) lenombre moyen de motifs γ-fréquents, noté Frγ , pour un seuil de fréquen
e proportionnel de type

γ = r · n (hypothèse 6) est au plus polynomial en le nombre d'attributs et véri�e
Frγ = O(mk(S,r)).Pour la première fois en extra
tion de motifs, un 
omportement polynomial du nombre demotifs fréquents est mis en éviden
e.Nous pouvons relâ
her l'hypothèse en 
onsidérant une 
ondition de la forme

pX ≤ Kθ|X|, où (1 − θ) · min(m,n) → ∞.Sous 
ette 
ondition, l'asymptotique n'est plus né
essairement polynomiale mais elle est de laforme
Frγ = O(

k(S,r)∑

j=1

(
m

j

)
).Cette hypothèse plus faible réduit 
onsidérablement la 
ontrainte mais les exemples 
lassiquesde sour
es entrent tous dans le 
adre du théorème.7.3.3.2 Cas du seuil logarithmiqueLe seuil est dit logarithmique s'il est de la forme log n = o(γ). Nous proposons une hypothèseplus forte que la pré
édente pour traiter 
e type de seuil.Hypothèse 9 Le rapport de probabilité entre un motif ligne et ses sur-motifs lignes est stri
te-ment plus petit que 1,

∃θ ∈]0, 1[, ∀X ⊂ {1, . . . ,m},∀Y ⊂ {1, . . . ,m} X ( Y ⇒ pY

pX
≤ θ,166



7.3. Modélisation des bases et résultatsRemarquons que si pY /pX < θ, alors les probabilités pX sont exponentiellement dé
roissantesave
 le 
ardinal de X et la sour
e S satisfait aussi la 
ondition 8 du théorème 18. En parti
uliersous la 
ondition 9 et pour un seuil proportionnel, le nombre de motifs fermés est aussi polynomialen le nombre d'attributs (de 
olonnes). Pour un seuil logarithmique, les motifs fréquents sontaussi fermés à une proportion négligeable près.Théorème 19 Dans une base de données aléatoire re
tangulaire (hypothèse 2) dont les objetssont générés indépendamment (hypothèse 3) à partir d'une sour
e S (hypothèse 4) et dont lesmotifs lignes satisfont l'hypothèse 9, le nombre moyen Frγ de motifs γ-fréquents et le nombremoyen Fermγ de motifs γ-fermés sont équivalents dès que le seuil de fréquen
e est logarithmique(hypothèse 7),
Frγ ∼ Fermγ , dès que log n = o(γ).Comme pré
édemment, il est possible d'a�aiblir l'hypothèse mais il faut alors augmenter le seuillogarithmique. De manière générale, si le seuil de fréquen
e véri�e

mθγ → 0, lorsque m,n→ ∞,alors le nombre moyen de motifs γ-fréquents est équivalent au nombre moyen de motifs γ-fermés.7.3.3.3 Cas du seuil �xeL'hypothèse dans le 
as du seuil �xe peut s'exprimer de deux manières 
omplètement équi-valentes. La première utilise les probabilités pX des motifs lignes alors que la se
onde se base surune sour
e 
onstruite à partir de la sour
e initiale et d'une série génératri
e asso
iée.L'hypothèse pour le seuil �xe fait intervenir les sommes Sγ,m dé�nies pour γ entier par
Sγ,m =

∑

X⊂{1,...,m}

pγ
X .L'hypothèse suppose que la somme Sγ,m est exponentiellement plus grande que la somme Sγ+1,m.Hypothèse 10 (version 1) Pour tout entier γ, il existe trois 
onstantes κγ , λγ et θγ ave
 κγpositif, λγ > 1 et θγ ∈]0, 1[ telles que

Sγ,m = κγ · λm
γ (1 +O(θm

γ )) et λγ > λγ+1.L'in
onvénient ave
 
e type d'hypothèse est qu'avant de pouvoir l'utiliser, il faut 
al
uler lessommes Sγ,m. L'autre version de l'hypothèse part d'une formulation di�érente des sommes enfon
tion des probabilités des mots.Dans toute la suite, le réel pM désigne la probabilité que le mot M soit généré par la sour
e S.En parti
ulier, nous avons la relation simple
pX =

∑

M :X⊂M

pM .
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Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de donnéesEn inje
tant l'égalité pré
édente dans les sommes Sγ puis en é
hangeant les signes sommes, les
Sγ satisfont

Sγ,m =
∑

X⊂{1,...,m}

∑

M1, . . . ,Mγ

Mi ∈ {0, 1}m, X ⊂Mi

pM1 . . . pMγ

=
∑

M1,...,Mγ

2cγ(M1,...,Mγ)pM1 . . . pMγ (7.1)où cγ(M1, . . . ,Mγ) est le nombre de positions (de 
olonnes) où tous lesMi ont un 1. Par exemple
c2(0110001, 1001001) = 1 
ar la seule position 
ommune où tous les mots ont un 1 est la dernièreposition. 0 1 1 0 0 0 11 0 0 1 0 0 1Pour une base de données �xée, l'égalité 7.1 montre qu'il est su�sant de 
onsidérer tous les
γ-uples d'objets. Pour γ �xé, le nombre de γ-uples est polynomial et d'ordre O(nγ). D'un pointde vue probabiliste, l'égalité 7.1 est aussi l'espéran
e sur l'ensemble des γ-uples d'objets de lavariable aléatoire 2cγ . En tirant au hasard un grand nombre de fois γ mots puis en 
al
ulant 2cγpour 
es mots, la loi des grands nombres donne un pro
édé simple pour estimer Sγ,m.Nous ramenons maintenant l'étude de la variable cγ à un problème de pattern mat
hing
onnu : le nombre d'o

urren
es d'un motif dans un texte. A partir de γ 
opies (S1, . . . ,Sγ) dela sour
e S, nous 
onstruisons une sour
e Sγ dont l'alphabet est {0, 1} et qui suit le pro
édé degénération suivant : si toutes les sour
es S1 à Sγ émettent en même temps un 1, alors la sour
e
Sγ émet un 1, sinon elle émet un 0. L'exemple 
i-dessous donne le mot produit par S3 à partirde γ = 3 
opies de S.

S1 : 0 1 0 1 1 . . .
S2 : 1 1 0 0 1 . . .
S3 : 0 1 0 0 1 . . .

S3 : 0 1 0 0 1 . . .On véri�e fa
ilement que cγ est exa
tement le nombre d'o

urren
es de 1 produit par la sour
e
Sγ . L'analyse en moyenne du nombre d'o

urren
es d'un motif �xé est un problème résolu pourtoutes les sour
es simples 
onnues [BV02, BV06℄. En parti
ulier, 
e nombre suit une loi limitegaussienne d'espéran
e et de varian
e linéaires en la taille du texte. Pour démontrer 
e résultat,l'outil prin
ipal est la série génératri
e bivariée

S(z,w) =
∑

M∈{0,1}⋆

ewcγ(M)z|M |,où |M | est la longueur du mot M et cγ(M) est le nombre d'o

urren
es de 1 dans M . Notreintérêt se porte plut�t sur la variable 2cγ puisque Sγ,m est l'espéran
e de 2cγ sur tous les mots delongueur m. Nous introduisons don
 Sγ(z) la série génératri
e du premier moment de cγ dé�niepar
Sγ(z) =

∑

M∈{0,1}⋆

2cγ(M)z|M |. (7.2)168



7.4. Modèles appli
ablesPar 
onstru
tion, le 
oe�
ient de zm dans Sγ(z) est exa
tement Sγ,m. Il est bien 
onnu que lanature et la position des singularités dominantes d'une série génératri
e déterminent la 
roissan
edes 
oe�
ients. L'équivalent de l'hypothèse 10 porte sur les p�les de la série Sγ(z).Hypothèse 10 (version 2) Pour γ un entier �xé, les séries Sγ(z) et Sγ+1(z) admettent ununique p�le simple dominant respe
tivement en en z = zγ et z = zγ+1 ave
 zγ < zγ+1 < 1.Nous pouvons maintenant énon
er notre résultat pour un seuil de fréquen
e 
onstant.Théorème 20 (Seuil 
onstant) Dans une base de données aléatoire re
tangulaire (hypothèse2) dont les objets sont générés indépendamment (hypothèse 3) à partir d'une sour
e S (hypothèse4) et dont les sommes Sγ,m véri�ent l'hypothèse 10, le nombre moyen de motifs γ-fréquents, pourun seuil de fréquen
e γ 
onstant (hypothèse 5), est exponentiel en le nombre d'attributs (
olonnes)et polynomial en le nombre d'objets (lignes),
Frγ = κγ

(
n

γ

)
λm

γ (1 +O(nθm
γ ))où κγ est le résidu de Sγ(z) en zγ , θγ = zγ/zγ+1 ∈]0, 1[ et λγ = 1/zγ .Le théorème 20 présente un résultat asymptotique mais en fait, la preuve 
onduit à l'en
adrementsuivant pour Frγ :

(
n

γ

)
Sγ,m − (n− γ)

(
n

γ

)
Sγ+1,m ≤ Frγ ≤

(
n

γ

)
Sγ,m. (7.3)Les deux versions de l'hypothèse 10 entraînent que la somme Sγ,m est exponentiellement plusgrande que Sγ+1,m. Ave
 l'hypothèse de base re
tangulaire, l'asymptotique se déduit fa
ilement.Puisqu'il su�t que Sγ,m soit exponentiellement plus grande que Sγ+1,m, il est possible d'a�aiblirles hypothèses en supposant par exemple que la série Sγ(z) a un disque de 
onvergen
e de rayon

rγ ave
 rγ < rγ+1. On obtient alors l'équivalen
e
Frγ ∼

(
n

γ

)
Sγ,m ∼ κγ,m(1/rγ)moù lim supm κ

1/m
γ,m = 1.7.4 Modèles appli
ablesDans tous les théorèmes, nous n'avons pas dé
rit la sour
e utilisée. Dans 
ette partie, nousdonnons plusieurs types de sour
es pour lesquelles les théorèmes s'appliquent.7.4.1 Modèle de BernoulliLe modèle de base de données de Bernoulli est un modèle de 
omplète indépendan
e. Lesobjets ainsi que les attributs sont indépendants deux à deux alors que les bases réelles sont
orrélées. Cependant, toutes les analyses en moyenne dont nous avons parlé dans l'introdu
tionutilisent 
e modèle. La raison en est 
ertainement sa simpli
ité qui en fait un 
adre idéal pourles analyses probabilistes. 169



Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de donnéesNous proposons plusieurs modèles de Bernoulli : un modèle simple, un modèle groupé qui tient
ompte des attributs 
ontinus qui sont binarisés, et un modèle évolué qui tient 
ompte de larépartition de 
haque attribut. Une sour
e est dite de Bernoulli si elle émet un 1 ave
 uneprobabilité p et un 0 ave
 une probabilité 1 − p. Le modèle simple suppose que la sour
e S estune sour
e de Bernoulli.Le modèle simple de Bernoulli suppose que 
haque attribut appartient à un objet (une ligne)ave
 une probabilité p ∈]0, 1[ �xée et identique pour tous les attributsEn d'autres mots, si χi,j est la variable aléatoire à valeurs dans {0, 1} qui vaut 1 si et seulementsi aj est un attribut présent dans oi, alors χi,j suit une loi de Bernoulli de paramètre p.Pour le 
odage sous forme de graphe bipartite (resp. 
o-bipartite), une arête entre les deuxensembles de sommets existe ave
 une probabilité p (resp. 1 − p). C'est le modèle probabiliste
lassique de graphe G(n, p) (resp. G(n, 1−p)) adapté aux graphes bipartites (resp. 
o-bipartites).Le modèle simple de Bernoulli satisfait les 
onditions des trois théorèmes. En e�et, pour unmotif ligne X, sa probabilité est la probabilité d'avoir des 1 aux positions pointées par X soit
pX = p|X|. La dé
roissan
e exponentielle des probabilités se véri�e et le théorème 18 s'applique.Dans [LRS05a℄, nous obtenons même un équivalent du nombre de motifs fréquents qui est

Frγ ∼ mk(S,r)

k(S, r)! si γ = r · n.De même, si Y est un sur-motif de X, alors pY /pX ≤ p et le théorème 19 s'applique aussi.Finalement pour γ sour
es, la probabilité d'avoir une 
olonne de 1 (ou que la sour
e Sγ émetteun 1) est pγ . Nous posons m(z, u) = z((1 − pγ) + upγ) la série asso
iée à l'ensemble {0, 1} telleque z marque les symboles et u marque les 1. Maintenant, un mot est un élément de {0, 1}⋆ eten utilisant les di
tionnaires sur les séries génératri
es, nous avons
S(z, u) :=

∑

M∈{0,1}⋆

z|M |ucγ(M) =
1

1 −m(z, u)
.Pour u = 2, on retrouve la série Sγ(z) qui satisfait

Sγ(z) =
1

1 − z(1 + pγ)
.

Sγ admet un unique p�le simple en z = 1/(1 + pγ) et le théorème 20 montre que le nombremoyen de motif γ-fréquents pour γ �xe est
Frγ =

(
n

γ

)
(1 + pγ)m(1 +O(θm)).La proposition suivante résume les hypothèses satisfaites par les sour
es de Bernoulli.Proposition 20 Les sour
es de Bernoulli satisfont les hypothèses 8, 9 et 10 liées respe
tivementaux théorèmes 18, 19 et 20.

170



7.4. Modèles appli
ables7.4.2 Modèle de Bernoulli par groupesLe modèle simple de Bernoulli ne tient pas 
ompte des ex
lusions provenant d'attributs
ontinus qui ont été dé
oupés en plusieurs attributs binaires. Par exemple la taille, qui peuts'exprimer en 
entimètres, se dé
ompose en trois attributs : grand, petit et moyen. Une personneou un animal ne peut être à la fois petit et moyen et il ne peut être au
un des trois. C'est pourmodéliser 
e type de 
orrélations que nous avons introduit le modèle de Bernoulli par groupes.Ce modèle suppose que tous les attributs réels sont dé
oupés en K attributs binaires (K ≥ 2)équiprobables.Soit K un entier, K ≥ 2 et supposons que le nombre d'attributs m est un multiple de K,
m = K ×m1. On note χi,j la variable aléatoire à valeurs dans {0, 1} qui vaut 1 si et seulementsi aj est un attribut présent dans oi. Le modèle de Bernoulli par groupes suppose que les groupesde K variables aléatoires de la forme (χi,(j−1)K+1, . . . , χi,jK) n'admettent qu'un seul 1positionné aléatoirement et uniformément.Ave
 le modèle simple de Bernoulli, une plante pouvait être grande et petite à la fois ou nigrande, ni petite, ni moyenne. Ave
 le modèle par groupes, 
es situations ne sont plus possibles.Une plante est né
essairement soit grande, soit moyenne, soit petite et de manière équiprobable.Il n'existe pas de tradu
tion naturelle de 
e modèle probabiliste pour les 
odages matri
iel, pargraphes ou hypergraphes. Notons toutefois que 
'est la première fois qu'un modèle probabilistede bases de données tenait 
ompte d'ex
lusions lo
ales (aussi simples soient elles) lorsque nousavons introduit 
e modèle [LRS05a℄.Dans 
e modèle, la probabilité qu'un attribut appartiennent à un objet est 1/K. Par 
onsé-quent, pX ≤ (1/K)|X| et si pX est non nulle, pour tout sur-motif Y de X nous avons pY /pX ≤
(1/K). Les deux 
onditions des deux premiers théorèmes sont véri�ées. Un équivalent est aussidonné dans [LRS05a℄.Pour le dernier théorème, les attributs, ou de manière équivalente les 
olonnes, sont groupées par
K. Considérons un de 
es groupes. Pour γ 
opies de la sour
e S, la probabilité qu'il y ait une
olonne de 1 dans le groupe est (1/K)γ−1 et pour 
haque groupe, la sour
e Sγ émet un 1 dans
e groupe ave
 la même probabilité. Nous posons m(z, u) = zK((1 − (1/K)γ−1) + u(1/K)γ−1)la série asso
iée à l'ensemble des K-uples de {0, 1}K telle que z marque les ensembles de Ksymboles (tous les groupes possibles) et u marque les ensembles de K symboles 
ontenant un 1.Un texte produit par Sγ est de la forme ({0, 1}K)⋆ et en utilisant les di
tionnaires sur les sériesgénératri
es, nous avons

S(z, u) :=
∑

M∈({0,1}K)⋆

z|M |ucγ(M) =
1

1 −m(z, u)
.Pour u = 2, on retrouve la série Sγ(z) qui satisfait

Sγ(z) =
1

1 − zK(1 + (1/K)γ−1)et Sγ,K·m1 = Sγ,m est de la forme (1 + (1/K)γ−1)m/K . Le nombre moyen de motifs fréquentspour un seuil de fréquen
e �xe est don

Frγ ∼

(
n

γ

)
(1 + (1/K)γ−1)m/KLa proposition suivante résume les hypothèses satisfaites par les sour
es de Bernoulli pargroupes. 171



Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de donnéesProposition 21 Les sour
es de Bernoulli par groupes satisfont les hypothèses 8, 9 et 10 liéesrespe
tivement aux théorèmes 18, 19 et 20.7.4.3 Un modèle de Bernoulli évoluéPour les deux modèles de Bernoulli pré
édents, les attributs ou groupes d'attributs suivaientla même distribution. Nous 
onsidérons maintenant un modèle plus évolué qui tient 
ompte dela probabilité de présen
e de 
haque attribut. La symétrie entre les attributs est ainsi supprimée.Soit (pj)j≥1 une suite de réels de l'intervalle ]θ, 1 − θ[ pour un θ positif. Dans le modèle deBernoulli évolué, l'attribut aj appartient à un objet ave
 la probabilité pj.Ave
 
e modèle, nous retournons dans le 
adre d'attributs indépendants mais dont la probabilitéde présen
e est respe
tée. Comme les probabilités sont toutes à distan
e au moins θ de 1, leshypothèses 8 et 9 se véri�ent fa
ilement.Proposition 22 Les sour
es de Bernoulli par groupes satisfont les hypothèses 8 et 9 liées res-pe
tivement aux théorèmes 18 et 19.En revan
he, la troisième hypothèse n'est pas toujours véri�ée (
ela dépend de la suite (pj)j).Mais la somme Sγ+1,m reste exponentiellement plus petite que Sγ+1,m. En e�et, la probabilitéque la 
olonne j soit une 
olonne de 1 est pγ
j et en utilisant la dé�nition de Sγ,m, nous obtenons

Sγ,m =
m∑

k=1

∑

{i1,...,ik}⊂A

pγ
i1
. . . pγ

ik
=

m∏

j=1

(1 + pγ
j ) − 1.Comme les probabilités pj ∈]θ, 1 − θ[ sont à la fois distantes de 0 et de 1, les sommes Sγ,msatisfont (asymptotiquement)

Sγ+1,m

Sγ,m
≤
(

1 − θ(1 − θ)γ

(1 + θ)γ

)met en 
onsidérant l'en
adrement 7.3, nous obtenons l'asymptotique suivante,
Frγ ∼

(
n

γ

)
Sγ,m ∼

(
n

γ

) m∏

j=1

(1 + pγ
j ).Les expérien
es (
f. se
tion 7.5) montrent que le modèle de Bernoulli évolué 
onduit à unebonne estimation du nombre de motifs fréquents. Nous supposons que 
e modèle s'étend aussi àun modèle par groupes dont 
haque groupe suivrait un modèle de Bernoulli adapté (mais nousn'avons pas [en
ore℄ e�e
tué les véri�
ations).7.4.4 Chaîne de MarkovAve
 les modèles de Bernoulli, les attributs (ou groupes d'attributs) sont indépendants les unsdes autres. Ave
 les 
haînes de Markov, il est possible d'ajouter des 
orrélations entre les attributspro
hes. Notre modèle de Markov introduit dans [LRS05b℄ suppose que les objets forment unefamille indépendante de 
haînes de Markov.172



7.4. Modèles appli
ablesDé�nition 23 (Chaîne de Markov) Une famille (χi)i≥1 de variables aléatoires est une 
haînede Markov d'ordre K ∈ N⋆, si pour tout i ≥ 1,
P[χi+K = xi+K | χi+K−1 = xi+K−1, . . . , χ1 = x1]

= P[χi+K = xi+K | χi+K−1 = xi+K−1, . . . , χi = xi]
= P[χK+1 = xi+K | χK = xi+K−1, . . . , χ1 = xi]Les formules pré
édentes montre que pour une 
haîne de Markov d'ordre K, la valeur d'unevariable aléatoire ne dépend que de la valeur des K pré
édentes variables aléatoires et que 
ettedépendan
e est invariante ave
 le temps.Une 
haîne de Markov est 
omplètement dé
rite par la distribution des K premières variablesaléatoires et les probabilités de transition. Nous noterons toujours f = (fw)w∈{0,1}K la distribu-tion initiale des K premières variables aléatoires et px|w la probabilité que le nouveau symbolesoit x ∈ {0, 1} sa
hant que les K pré
édents sont w ∈ {0, 1}K . La paire 
onstituée de la distri-bution initiale et des probabilités de transitions forment une sour
e également appelée 
haîne deMarkov. Le modèle de Markov suppose que la sour
e S est une 
haîne de Markov.Modèle de Markov d'ordre K : soit K ≥ 1, f = (fw)w∈{0,1}K la distribution initiale et

(px|w)w∈{0,1}K ,x∈{0,1} les probabilités de transitions toutes stri
tement positives d'une 
haîne deMarkov d'ordre K sur {0, 1}. La sour
e S est la 
haîne de Markov asso
iée à la paire ((px|w), f)qui 
onstruit les objets de longueur m ave
 le pro
édé suivant : pour un objet o = (χ1, . . . , χm),la valeur des K premières variables est 
al
ulée suivant la distribution initiale f . Puis lesvaleurs de χK+1, . . . , χm sont séquentiellement obtenues à l'aide des K pré
édentes valeurs enutilisant les probabilités de transition (px|w)w∈{0,1}K ,x∈{0,1}.Une 
haîne de Markov d'ordre K sur {0, 1} est équivalent à une 
haîne de Markov d'ordre 1 sur
{0, 1}K . La densité initiale reste la même mais les probabilités de transition pw2|w1

se font entredeux mots de longueur K, w1 = a1 . . . aK et w2 = aK+1 . . . a2K , et satisfont,
pw2|w1

=
2K∏

i=K+1

pai|ai−1...ai−K
.De 
e point de vue, la sour
e S émet des groupes de K symboles. La 
ondition toutes stri
tementpositives assure que la 
haîne de Markov est irrédu
tible et apériodique. Ces deux 
onditionsimpliquent un bon mélange des symboles et limitent les 
orrélations. Toutefois, nous supposonsque les 
onditions usuelles d'irrédu
tibilité et d'apériodi
ité sont su�santes pour obtenir lesmêmes résultats.Les 
haînes de Markov sont très utilisées pour appro
her des phénomènes réels. Par exemple,des expérien
es menées sur l'anglais ont montré qu'ave
 un ordre K relativement faible, unpro
essus de Markov génère des phrases parfois grammati
alement 
orre
tes [Sha01℄. L'anglaispossède toutefois une stru
ture que n'ont pas né
essairement les bases de données.Nous avons montré [LRS05b℄ que les 
haînes de Markov satisfont les deux 
onditions 8 et 10des théorèmes 18 et 20.Les preuves dans le modèle de Markov ne s'expriment malheureusement pas aussi simplementque dans les modèles de Bernoulli. Nous ne donnons don
 pas i
i 
es preuves. Cependant, les
haînes de Markov sont des 
as parti
uliers de sour
es dynamiques que nous présentons en détailau pro
hain 
hapitre. Les sour
es dynamiques sont basées sur des systèmes dynamiques et nous173



Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de donnéesmontrerons qu'elles satisfont les hypothèses 8, 9 et 10. En parti
ulier, pour les 
haînes de Markov(ave
 une matri
e de transition et une densité initiale stri
tement positives), nous obtenons laproposition suivante.Proposition 23 Les 
haînes de Markov ayant une matri
e de transition et une densité initialestri
tement positives satisfont les hypothèses 8, 9 et 10 liées respe
tivement aux théorèmes 18, 19et 20.7.5 Expérien
esCette se
tion présente les expérien
es que nous avons réalisé ave
 les bases de données 
las-siques issues du workshop FIMI (Frequent Itemset Mining Implementations, http ://�mi.
s.helsinki.�/).Les graphiques de la �gure 7.5 représentent le nombre de motifs fréquents en fon
tion duseuil de fréquen
e. Le trait plein représente le nombre de motifs réellement fréquents dans labase initiale. Le trait pointillé le plus pro
he du trait plein 
orrespond au 
al
ul (exa
t et nonasymptotique) obtenu ave
 le modèle de Bernoulli évolué. En�n, le trait dis
ontinu en formed'es
alier 
orrespond au modèle de Bernoulli simple. Les tests ont été e�e
tués sur une base dedonnées synthétique T10I4D100K et deux bases réelles Chess et Mushroom. Dans tous les 
as,le modèle de Bernoulli évolué 
onduit à une bonne estimation du nombre de motifs fréquents(attention à l'é
helle logarithmique) alors que le modèle simple de Bernoulli est très rapidementéloigné de la réalité. La raison en est que tous les attributs n'ont pas du tout la même fréquen
ealors que le modèle de Bernoulli (simple) implique qu'elles sont pro
hes. S'il n'est pas étonnantque dans les bases synthétiques, le modèle évolué donne de bons résultats (il est bien 
onnu queles attributs sont peu 
orrélés entre eux), il l'est beau
oup plus pour les bases réelles. La forme enes
alier du modèle simple s'explique aussi très fa
ilement. Dans [LRS05a℄, nous avons montré quepour un seuil de fréquen
e proportionnel γ = r ·n, le nombre de motif γ-fréquents est équivalentà (mj ) si pj+1 < r < pj. Don
 si r est dans l'intervalle ]pj+1, pj[, il y a asymptotiquement unnombre 
onstant de motifs fréquents.Il est très di�
ile d'évaluer la 
roissan
e du nombre de motifs fréquents dans les bases réellespuisque l'on ne dispose pas de pro
édé pour les générer. En revan
he, il est possible de testerl'équivalen
e entre les motifs fréquents et les motifs fermés et a�rmé par le théorème 19 page 167(sous 
ertaines 
onditions). Cette fois, nous avons utilisé deux bases synthétiques, T10I4D100Ket T40I10D100K, ainsi que trois bases réelles Chess, Mushroom et Conne
t. Les résultats sontprésentés à la �gure 7.6. Pour les bases synthétiques, l'équivalen
e entre le nombre de motifs fré-quents et fermés se 
onstate pour un seuil de fréquen
e très bas (20 sur 100000 pour T10I4D100Ket 400/100000 pour T40I10D100K). En revan
he, l'équivalen
e n'a jamais lieu pour les basesréelles. La raison en est que 
ertains attributs ont une probabilité de présen
e très pro
he de 1pour 
es bases 
e qui 
ontredit l'hypothèse du théorème 19.7.6 Preuves des trois théorèmes7.6.1 Démar
he généraleNotre démar
he pour démontrer les trois résultats suit quatre étapes. La première étape
onsiste à trouver deux formules générales pour le nombre moyen de motifs fréquents et le nombremoyen de motifs fermés et qui sont valables pour toute base de données satisfaisant les troishypothèses de base re
tangulaire (hypothèse 2) dont les objets sont indépendants (hypothèse3) et générés à partir d'une même sour
e S (hypothèse 4). A partir des deux formules, nous174



7.6. Preuves des trois théorèmes
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Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de données
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7.6. Preuves des trois théorèmesprouvons le théorème 19 sur l'équivalen
e entre le nombre de motifs fréquents et le nombre demotifs fermés.L'obje
tif de la deuxième étape est de transformer la formule initiale pour les motifs fréquentsen une formule intégrale. C'est une étape simple mais la nouvelle expression intégrale est l'élémentessentiel pour les démonstrations.Une valeur exa
te de l'intégrale est 
ertainement très di�
ile à obtenir sauf dans des 
assimples. L'obje
tif de la troisième étape est d'appro
her au mieux 
ette intégrale qui dépendnotamment du seuil de fréquen
e γ. La manière d'appro
her ne sera pas la même si le seuil est
onstant ou proportionnel. Pour un seuil proportionnel, nous utilisons une méthode de Lapla
equi donne une asymptotique de l'intégrale. Pour un seuil 
onstant, nous en
adrons la fon
tionintégrée et trouvons un en
adrement de l'intégrale.La dernière étape 
onsiste à utiliser les estimations de l'intégrale pour trouver les asympto-tiques du nombre moyen de motifs fréquents. Pour un seuil proportionnel, la méthode de Lapla
emontre que l'intégrale passe brusquement de 1 à 0 et 
ombinée ave
 l'hypothèse du théorème 18,nous obtenons quasi-immédiatement le résultat. Pour un seuil 
onstant, l'en
adrement de l'inté-grale 
onduit à estimer les sommes Sγ,m et Sγ+1,m puis à les 
omparer. C'est i
i qu'intervientl'hypothèse du théorème 20. La �gure 
i-dessous résume les étapes su

essives.
formules
initiales

formule
intégrale

méthode de

Laplace

encadrement

seuil 0/1

sommes Sk

hypothèse
asymptotique

seuil proportionnel

seuil constant7.6.2 Formules de départDans toute la suite, nous nous plaçons dans le 
adre d'une base de données binaire re
tangulaire(hypothèse 2) dont les objets sont indépendants (hypothèse 3) et générés à partir d'une mêmesour
e S (hypothèse 4). Nous supposons de plus que la base admet m attributs A = {a1, . . . , am}et n objets O = {o1, . . . , on} et nous �xons γ un seuil de fréquen
e.Nous rappelons qu'un motif ligne X est un sous-ensemble de l'ensemble Em = {1, . . . ,m} etqu'il naturellement asso
ié à un motif d'attributs dont les attributs sont 
eux d'indi
es présentsdans X. Par abus de notation, nous noterons aussi X 
e motif d'attributs. La probabilité dumotif X est noté pX et pour une ligne L produ
tible par la sour
e, nous posons pL sa probabilité.Le point de départ de toutes nos preuves est le lemme simple suivant.Lemme 15 Le nombre moyen Frγ de motifs γ-fréquents dans une base de données aléatoire à mobjets et n attributs, dons les objets sont générés indépendamment (hypothèse 3) par une mêmesour
e (hypothèse 4) véri�e
Frγ =

∑

X⊂A

n∑

i=γ

(
n

i

)
pi

X(1 − pX)n−i (7.4)Sous les mêmes hypothèses, le nombre moyen Fermγ de motifs γ-fermés satisfait
Fermγ =

∑

X⊂A

n∑

i=γ

(
n

i

)
(1 − pX)n−i

∑

X⊆Y ⊆A

(−1)|Y \X|pi
Y (7.5)177



Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de donnéesPreuve du lemme. Soit X un motif γ-fréquent de fréquen
e i. Alors i ≥ γ et le nombre de supportspossibles pour X est (ni). Maintenant étant donné i objets, la probabilité que X appartiennent à
es i objets est pi
X et la probabilité qu'il n'appartient pas aux n−i objets restants est (1−pX )n−i.En sommant sur tous les motifs et tous les i on retrouve la formule 7.4.Soit X est un motif γ-fermé de fréquen
e i. Alors i ≥ γ et le nombre de supports possibles est(n

i

). Étant donné i objets, la probabilité que X n'appartient pas aux n − i objets restants esttoujours (1 − pX)n−i. Maintenant 
omme X est fermé, X appartient aux i objets formant sonsupport et au
un sur-motif Y n'a le même support. Finalement, si o1, . . . , oi sont i objets, laprobabilité que X soit exa
tement dans l'interse
tion des i objets est donnée par
P

(
X =

i⋂

k=1

ok

)
= P



[
X ⊂

i⋂

k=1

ok

]
\
⋃

a∈A\X

[
Xa ⊂

i⋂

k=1

ok

]
 .De plus, nous avons 
lairement l'in
lusion

⋃

a∈A\X

[
Xa ⊂

i⋂

k=1

ok

]
⊆
[
X ⊂

i⋂

k=1

ok

]
e qui entraîne la deuxième relation
P

(
X =

i⋂

k=1

ok

)
= P

([
X ⊂

i⋂

k=1

ok

])
− P




⋃

a∈A\X

[
Xa ⊂

i⋂

k=1

ok

]
 .La première probabilité dans le membre de droite est donnée par pi

X . Le prin
ipe d'in
lusion-ex
lusion et l'indépendan
e des objets 
onduisent également à l'égalité
P




⋃

a∈A\X

[
Xa ⊂

i⋂

k=1

ok

]
 =

∑

X(Y ⊆A

(−1)|Y \X|+1pi
Y .En 
ombinant les deux dernières identités, nous trouvons

P

(
X =

i⋂

k=1

ok

)
=

∑

X⊆Y ⊆A

(−1)|Y \X|pi
Y .La formule 7.5 dé
oule immédiatement de 
es relations.Nous pouvons dès à présent démontrer le théorème 19 page 167 
on
ernant le seuil logarithmique.Le théorème est basé sur l'hypothèse 9 qui suppose que la probabilité d'un sur-motif Y du motif

X satisfait pY /pX < θ ave
 θ < 1. Sous 
ette hypothèse, le théorème annon
e que le nombre demotifs γ-fréquents est équivalent à 
elui des γ-fermés.preuve du théorème 19. Pour démontrer l'équivalen
e, il su�t de montrer que pour tout i ≥ γ,la dernière somme est équivalente à pi
X . Dans la su

ession d'égalités présentes dans la preuvede la formule 7.5, nous avons en parti
ulier utilisé l'égalité

∑

X⊆Y ⊆A

(−1)|Y \X|pi
Y = pi

X − P




⋃

a∈A\X

[
Xa ⊂

i⋂

k=1

ok

]
 . (7.6)178



7.6. Preuves des trois théorèmesNous utilisons maintenant l'hypothèse 9 pour borner la probabilité à droite,
P




⋃

a∈A\X

[
Xa ⊂

i⋂

k=1

ok

]
 ≤

∑

a∈A\X

P

(
Xa ⊂

i⋂

k=1

ok

)

=
∑

a∈A\X

pi
Xa (indépendan
e des objets)

= mθipi
X (hypothèse 9).L'hypothèse 7 du seuil logarithmique (γ = o(log n)) et l'hypothèse 2 d'une base re
tangulaire(log n ∼ c logm) impliquent que logm = o(γ), soit

mθi ≤ mθγ = exp(logm+ γ log θ) → 0.L'égalité 7.6 s'é
rit alors
∑

X⊆Y ⊆A

(−1)|Y \X|pi
Y = pi

X(1 +O(mθγ))
e qui montre l'équivalen
e attendue.7.6.3 Formule intégraleA 
e stade, nous avons démontré le seul résultat 
on
ernant les motif fermés. Nous nous
on
entrons maintenant sur les motifs fréquents. Dans 
ette se
tion, nous montrons que le nombremoyen de motifs fréquents satisfait une formule alternative faisant intervenir une intégrale. Lepoint de départ est le lemme suivant.Lemme 16 L'égalité suivante est satisfaite,
n∑

i=γ

(
n

i

)
xi(1 − x)n−i = γ

(
n

γ

)∫ x

0
tγ−1(1 − t)n−γdt.En admettant le lemme, le nombre de motifs γ-fréquents dans une base de données dont lesobjets sont indépendants (hypothèse 3) et générés par une même sour
e (hypothèse 4) véri�e

Frγ = γ

(
n

γ

) ∑

X⊂A

∫ pX

0
tγ−1(1 − t)n−γdt. (7.7)Preuve du lemme 16.Commençons par développer (1 − x)n−i. Nous obtenons,

n∑

i=γ

(
n

i

)
xi(1 − x)n−i =

n∑

i=γ

(
n

i

) n−i∑

u=0

(
n− i

u

)
(−1)uxi+u.Maintenant, le 
hangement de variable v = u+ i et l'inversion des deux sommes 
onduisent à lanouvelle égalité,

n∑

i=γ

(
n

i

)
xi(1 − x)n−i =

∑

v=γ

(
n

v

)
xv

v∑

i=γ

(
v

i

)
(−1)v−i. (7.8)179



Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de donnéesUn raisonnement par ré
urren
e montre que la se
onde somme se simpli�e en
v∑

i=γ

(
v

i

)
(−1)v−i =

(
v

i

)
(−1)v−i = (−1)v−γ

(
v − 1

γ − 1

)
,et l'égalité 7.8 véri�e alors l'identité

n∑

i=γ

(
n

i

)
xi(1 − x)n−i =

∑

v=γ

(
n

v

)
xv(−1)v−γ

(
v − 1

γ − 1

)
.Ave
 la relation (nv)(v−1

γ−1

)
= γ

v

(n
γ

)(n−γ
v−γ

) et le 
hangement de variable w = v−γ, l'égalité pré
édentedevient
n∑

i=γ

(
n

i

)
xi(1 − x)n−i = γ

(
n

γ

) n−γ∑

w=0

(
n− γ

w

)
(−1)w

xw+γ

w + γ
.Pour x = 0, la se
onde somme vaut zéro et la dérivée par rapport à x est exa
tement xγ−1(1 −

x)n−γ . Il su�t don
 d'intégrer xγ−1(1 − x)n−γ à partir de 0 pour retrouver la somme initiale.Remarquons au passage que l'intégrale de 0 à 1 du lemme 16 est reliée par la relation suivanteà la fon
tion Γ, ∫ 1

0
tx−1(1 − t)y−1dt =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
. (7.9)En parti
ulier, pour x = γ et y = n− γ + 1, nous obtenons

∫ 1

0
tγ−1(1 − t)n−γdt =

1

γ
(n
γ

) .7.6.4 Cas du seuil proportionnel γ = r · nNous abordons maintenant la troisième étape 
'est-à-dire estimer l'intégrale de l'équation 7.7.Dans le 
as du seuil proportionnel, nous appliquons les mêmes idées que la méthode de Lapla
eà savoir que nous identi�ons le maximum de la fon
tion intégrée et nous montrons que touteintégrale dont le domaine d'intégration fait intervenir 
e maximum est équivalente à l'intégralesur le domaine 
omplet. Le lemme suivant résume 
e que nous obtenons.Lemme 17 (Méthode de Lapla
e) Soit x ∈ [0, 1] et ǫ tel que ǫ < min{r, 1 − r}. Alors
γ

(
n

γ

)∫ x

0
tγ−1(1 − t)n−γdt =





1 si x = 1
O(wr,n(x)) si x < r − ǫ
1 −O(wr,n(x)) si x > r + ǫoù le terme d'erreur dans le O est uniforme en x et la fon
tion wr,n satisfait

wr,n(x) =
r
√
n√

2πr(1 − r)
w̃n

r (x) et w̃r(x) =
(x
r

)r
(

1 − x

1 − r

)1−r

.La fon
tion w̃r est 
roissante sur ]0, r[ puis dé
roissante sur ]r, 1[ et admet 1 
omme maximumen r. En parti
ulier, si |x− r| > ǫ alors
wr,n(x) = O(θn) ave
 θ = max {w̃r(r − ǫ/2), w̃r(r + ǫ/2)} < 1.180



7.6. Preuves des trois théorèmesLe lemme montre que l'intégrale admet un e�et de seuil. Si la probabilité du motif X est plusgrande qu'un 
ertain r + ǫ, alors l'intégrale est pro
he de 1 et le motif X aura un poids pro
hede 1 dans la valeur de Frγ . Ré
iproquement, Si la probabilité du motif X est plus petite qu'un
ertain r − ǫ, alors l'intégrale est pro
he de 0 et le motif X aura un poids pro
he de 0 dans lavaleur de Frγ . Cependant, il n'est pas in
on
evable que la somme de tous les motifs ayant unpoids faible soit non négligeable, mais la dé
roissan
e exponentielle des probabilités (hypothèse8 page 166) empê
he 
e phénomène.En admettant le lemme 17, nous pouvons démontrer le théorème 18.Preuve théorème 18. Selon l'hypothèse 8 de dé
roissan
e exponentielle des probabilités, il existe
j0 ≥ 1 tel que pour tout motif X de longueur plus grande que j0, on a pX ≤Mθ|X| < r− ǫ (pourun epsilon positif). En dé
omposant la somme 7.7 entre les éléments de longueur plus grandeque j0 et les éléments de longueur plus petite que j0, puis en majorant l'intégrale par 1 pour lesmotifs de longueur au plus j0, nous obtenons la majoration

Frγ ≤
j0∑

j=1

(
m

j

)
+ γ

(
n

γ

) ∑

X⊂A:|X|>j0

∫ pX

0
tγ−1(1 − t)n−γdt.Cette fois en appliquant le lemme 17, la se
onde somme est bornée par

γ

(
n

γ

) ∑

X⊂A:|X|>j0

∫ pX

0
tγ−1(1 − t)n−γdt ≤ γ

(
n

γ

) m∑

j=j0+1

(
m

j

)∫ Mθj

0
tγ−1(1 − t)n−γdt

= O(

m∑

j=j0+1

(
m

j

)
wr,n(Mθj))(puisque le terme d'erreur dans le O du lemme 17 est uniforme). On pose vj =

(m
j

)
wr,n(Mpj).Le rapport vj+1/vj satisfait

vj+1

vj
=
m− j

j + 1
θγ

(
1 +Mθj 1 − θ

1 −Mθj

)n−γ

:=
m− j

j + 1
exp(n · fn)où fn est dé�nie par

fn = r log θ + (1 − r) log(1 +Mθj 1 − θ

1 −Mθj
).Maintenant pour tout x > −1, la fon
tion log(1 + x) est majorée par x et en utilisant le fait que

Mθj < r − ǫ, nous obtenons la majoration suivante pour fn,
fn ≤ (1 − θ)(−r + (1 − r)

r − ǫ

1 − r + ǫ
) < 0.Ave
 l'hypothèse sur les bases re
tangulaires (hypothèse 2), 
e
i montre que vj+1/vj tend vers 0pour tout j > j0 lorsque m et n tendent vers l'in�ni. La somme sur les éléments plus grands que

j0 suit alors l'équivalen
e,
m∑

j=j0+1

(
m

j

)
wr,n(Mpj) ∼

(
m

j0 + 1

)
wr,n(Mpj0+1).
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Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de donnéesLe nombre moyen de motifs γ-fréquents véri�e alors
Frγ = O




j0∑

j=1

(
m

j

)
+

(
m

j0 + 1

)
wr,n(Mpj0+1)




= O

((
m

j0

)
(1 +mwr,n(Mpj0+1))

)

= O(mj0(1 +mθn)) = O(mj0),
ar (mj0) ∼ mj0/j0! et ave
 l'hypothèse 2 des bases re
tangulaires, mj0+1θn = o(1). Ce
i terminela preuve du théorème 20.Il reste maintenant à démontrer le lemme 17 pour 
ompléter l'analyse dans le 
as du seuil defréquen
e proportionnel.Preuve lemme 17. Rappelons que le réel r = γ/n est �xé et que l'on fait tendre n vers l'in�ni.La première égalité est issue dire
tement du lien ave
 la fon
tion Γ (
f. formule 7.9 page 180).Soit la fon
tion fn dé�nie sur ]0, 1[ par
fn(t) =

(γ − 1)

n
log t+

(n− γ)

n
log(1 − t).La fon
tion fn est 
roissante sur ]0, γ−1

n−1 [, dé
roissante sur ]γ−1
n−1 , 1[ et sa dérivée se
onde estnégative. Pour x < r − ǫ, l'intégrale est alors majorée par

∫ x

0
exp(nfn(t))dt ≤ xγ(1 − x)n−γ .En utilisant la formule de Stirling ave
 le 
oe�
ient binomial, nous obtenons

γ

(
n

γ

)∫ x

0
exp(nfn(t))dt = O(wr,n(x))
e qui montre le se
ond résultat du lemme. La preuve du troisième résultat est identique saufque le point de départ est la relation

∫ x

0
exp(nfn(t))dt =

∫ 1

0
exp(nfn(t))dt −

∫ 1

x
exp(nfn(t))dt = 1 −

∫ 1

x
exp(nfn(t))dt.Ensuite, les mêmes 
al
uls s'appliquent à l'intégrale ∫ 1

x sauf que l'on utilise la dé
roissan
e de fnsur [r + ǫ, 1]. La dérivée de log w̃r(x) est donnée par
(log w̃r(x))

′ =
r − x

x(1 − x)
.En parti
ulier, si x < r (resp. x > r), w̃r est stri
tement 
roissante (resp. dé
roissante) et w̃ratteint son maximum en x = r et satisfait w̃r(r) = 1.Nous en avons terminé ave
 la preuve du théorème 18.
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7.7. Con
lusion7.6.5 Cas du seuil 
onstantLe nombre de motifs fréquents est donné par l'expression intégrale 7.7 page 7.7. Dans le 
asd'un seuil de fréquen
e 
onstant, nous utilisons l'en
adrement suivant de la fon
tion (1 − t)n−γ ,
1 − (n− γ)t ≤ (1 − t)n−γ ≤ 1.Le nombre moyen de motifs γ-fréquents véri�e alors l'en
adrement

γ

(
n

γ

)(
Sγ,m

γ
− (n− γ)

Sγ+1,m

γ + 1

)
≤ Frγ ≤

(
n

γ

)
Sγ,m, (7.10)où Sγ,m est la somme

Sγ,m =
∑

X⊂A

pγ
X . (7.11)L'en
adrement 7.10 est valable quel que soit le seuil de fréquen
e. Sous l'hypothèse 10 page 167,la série Sγ(z) (dont le 
oe�
ient de zm est exa
tement Sγ,m) admet un unique p�le simple en

z = zγ ave
 zγ < zγ+1 < 1, l'extra
tion du 
oe�
ient zm dans Sγ(z) par la formule de Cau
hymontre que l'asymptotique des sommes Sγ,m satisfait
Sγ,m = [zm]Sγ(z) =

κγ

zm
γ

(1 +O(θm
γ )) ave
 0 < θγ < 1,et κγ le résidu de Sγ(z) en zγ . Par suite, le nombre moyen de motifs γ-fréquents véri�e

Frγ =

(
n

γ

)
κγ

zm
γ

(1 +O(θm)),où θ = max(θγ , θγ+1, zγ+1/zγ). Ce
i termine la preuve du théorème 20.7.7 Con
lusionDans 
ette partie, nous avons présenté un modèle aléatoire de base de données basé sur lessour
es. Dans 
e modèle, nous avons obtenu trois résultats dont 
ha
un dépend d'une hypothèsefaite sur la sour
e. Pour toutes les sour
es 
lassiques, 
es hypothèses sont véri�ées mais lessour
es 
lassiques 
onduisent systématiquement à des bases de données faiblement 
orrélées. Undes travaux futurs sera d'améliorer à la fois les modèles et les hypothèses a�n d'élargir le pluspossible le 
adre d'appli
ation.Les trois résultats 
on
ernent le nombre moyen de motifs fréquents pour trois seuils de fré-quen
e di�érents. Pour un seuil de fréquen
e 
onstant, nous montrons que le nombre moyen demotifs fréquents est polynomial en le nombre d'objets et exponentiel en le nombre d'attributs.Pour un seuil de fréquen
e au moins logarithmique, le nombre de motifs fermés est équivalentau nombre de motifs fréquents. Finalement, pour un seuil proportionnel au nombre d'objets, lenombre moyen de motifs fréquents est au plus polynomial. Le premier résultat est 
onforme àl'intuition générale et le se
ond résultat avait déjà été 
onstaté pour des bases faiblement 
or-rélées du type panier de la ménagère. Toutefois, le troisième résultat est 
omplètement nouveau
ar il met pour la première fois en éviden
e un 
omportement polynomial du nombre de motifsfréquents. A posteriori, 
e n'est pas étonnant puisque pour un seuil �xe, 
e nombre est exponen-tiel alors que pour un seuil maximal de n, il n'y a que le motif vide qui est fréquent. La transitionn'étant pas brutale, il existe bien un seuil au-delà duquel le 
omportement est polynomial.Nous terminons 
ette partie quelques points que nous n'avons pas résolu ou abordé : 183



Chapitre 7. Analyse des motifs fréquents et fermés dans une base de données1. Quel est le nombre moyen de motifs γ-fermés dans le 
adre des sour
es de Bernoulli pour unseuil 
onstant ? Nous rappelons que les 1-fermés sont en 
orrespondan
e ave
 les séparateursminimaux dans le graphe 
o-bipartite ou ave
 les sous-graphes bipartites maximaux dugraphe bipartite. Il est don
 très intéressant d'étudier 
e paramètre.2. Mêmes questions pour les motifs libres et 
andidats. Les motifs libres sont essentiels pour
onstruire les règles d'asso
iation à prémisse minimale alors que les motifs 
andidats sonttous les motifs dont la fréquen
e est 
al
ulée.3. Quelle est la taille t pour laquelle le nombre de motifs fréquents (resp. 
andidats) estmaximum? Et quel est 
e maximum? Ces paramètres 
orrespondent à la taille mémoirené
essaire à l'exé
ution de Apriori.4. Quelle est la taille du plus long motif ? La taille du plus long motif 
orrespond au nombrede passes qu'e�e
tue Apriori sur la base de données.
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Chapitre 8Point de vue dynamique sur les basesde données
Sommaire 8.1 Sour
es dynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1868.1.1 Sour
es dynamiques et mots produits . . . . . . . . . . . . . . . . . 1878.1.2 Géométrie des bran
hes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1898.1.3 Régularités des bran
hes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1938.1.4 Intervalles fondamentaux et probabilités fondamentales . . . . . . . 1948.1.5 Opérateurs générateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1948.1.6 Lien entre les sour
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1998.1.7 Opérateur asso
ié à un langage et di
tionnaire . . . . . . . . . . . . 1998.1.8 Propriétés spe
trales et analytiques des opérateurs . . . . . . . . . 1998.2 Sour
es dynamiques et fouille de données . . . . . . . . . . . . . 2018.2.1 Alphabets des sour
es dynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2018.2.2 Génération des probabilités des motifs lignes . . . . . . . . . . . . . 2028.2.3 Sour
e dynamique et première 
ondition . . . . . . . . . . . . . . . 2038.2.4 Sommes Sγ,m et opérateur multidimensionnel . . . . . . . . . . . . 2058.2.5 Sour
e dynamique et troisième 
ondition . . . . . . . . . . . . . . . 2068.3 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208Dans la partie pré
édente, nous avons montré 
omment les sour
es pouvaient intervenir pourla modélisation des bases de données. Une sour
e est un pro
édé (aléatoire) qui émet des symbolesà 
haque top d'une horloge. On distingue généralement trois 
atégories de sour
es : les sour
essans mémoire, à mémoire bornée et à mémoire non-bornée. Les sour
es sans mémoire n'utilisentpas les symboles pré
édents pour émettre le nouveau symbole. C'est le 
as par exemple dessour
es de Bernoulli ou de la sour
e issue du modèle de Bernoulli évolué. Les sour
es à mémoirebornée utilisent une partie bornée du passé pour émettre le nouveau symbole. Les 
haînes deMarkov appartiennent à 
ette 
atégorie. Finalement, les sour
es à mémoire non-bornée utilisenttout le passé pour émettre le nouveau symbole. La sour
e des fra
tions 
ontinues qui à un réel
x tiré au hasard, asso
ie le mot formé des quotients su

essifs du développement en fra
tion
ontinue est une sour
e à mémoire non-bornée. Les sour
es sans mémoire et à mémoire bornéesont dites simples par opposition aux sour
es à mémoire non bornée qui sont dites 
omplexes.Les sour
es sans mémoire amènent à un 
ontexte de 
omplète indépendan
e ou de non 
or-rélations pour l'analyse. Les probabilistes savent très bien que 
'est un 
ontexte idéal pour touteétude mathématique mais la réalité est souvent plus 
omplexe. Par exemple, les bases de donnéesne sont jamais 
omplètement non 
orrélées. Les 
haînes de Markov o�rent plus de 
orrélations185



Chapitre 8. Point de vue dynamique sur les bases de donnéesentre les symboles mais 
es 
orrélations restent lo
ales ou bornées. Une fois en
ore, les 
haînes deMarkov sont trop simples pour modéliser la 
omplexité de la réalité même si 
ela 
onstitue uneétape supplémentaire. Par exemple, les bases de données réelles ne 
ontiennent pas uniquementdes 
orrélations lo
ales.Dans 
ette partie, nous utilisons essentiellement les sour
es dynamiques introduites par Bri-gitte Vallée dans [Val01℄ a�n de 
onstruire les bases de données. Certaines sour
es dynamiquessont à mémoire non bornée (
omme la sour
e des fra
tions 
ontinues) mais les 
orrélations sontdé
roissantes exponentiellement ave
 le temps. Les sour
es dynamiques sont basées sur des sys-tèmes dynamiques. Tous les outils des systèmes dynamiques dont les opérateurs de transfert sontdon
 disponibles pour l'analyse de 
es sour
es. De plus, les sour
es dynamiques englobent à lafois des sour
es simples 
omme les sour
es de Bernoulli simples (sans mémoire) et les 
haînes deMarkov (à mémoire bornée), mais aussi des sour
es 
omplexes.
non bornée

Bernoulli

sources dynamiques

bornéemémoire
mémoire

(sans mémoire)

markoviennes

Bernoulli
évolué

Les sour
es dynamiques ont été utilisées à la fois en pattern mat
hing et pour l'analyse des arbresdigitaux qui 
odent les di
tionnaires (aussi appelés tries). Les problèmes de pattern mat
hing
on
ernaient essentiellement le nombre moyen d'o

urren
es d'un motif (généralisé) dans un texteproduit par une sour
e dynamique (voir par exemple [BV02, BV06℄). Pour les tries, les mots dudi
tionnaire étaient produits par la sour
e dynamique et les analyses portaient sur la taille, lahauteur, la longueur de 
heminement des arbres digitaux [CFV01, Bou01, BNV01℄. . .Plan. Notre obje
tif dans 
ette partie est dans un premier temps de présenter les sour
es dy-namiques. Cette des
ription sera très pré
ise a�n de mettre en éviden
e tous les aspe
ts dessour
es. Ensuite, nous allons montrer que les sour
es dynamiques (
omplètes ou markoviennes)véri�ent les 
onditions 8 et 10 des théorèmes 18 et 20. Ainsi, nous aurons montré que les résultatsannon
és au pré
édent 
hapitre s'appliquent à un grand nombre de modèles de sour
es.8.1 Sour
es dynamiquesLes sour
es dynamiques se 
onstruisent à partir de systèmes dynamiques. L'étude des sys-tèmes dynamiques est une bran
he à part entière des mathématiques et nous n'abordons i
ique les prin
ipaux aspe
ts des systèmes dynamiques de l'intervalle. Pour une introdu
tion pluspré
ise, nous 
onseillons le livre [LM94℄.186



8.1. Sour
es dynamiques8.1.1 Sour
es dynamiques et mots produitsUn système dynamique de l'intervalle est dé�ni par quatre objets :1. un alphabet E �ni,2. une partition topologique de I =]0, 1[ en intervalles ouverts disjoints Im pour m ∈ E , i.e.
I = ∪m∈EIm,3. une appli
ation de 
odage σ : I → E 
onstante et égale à m sur 
haque intervalle Im de lapartition,4. une fon
tion de dé
alage (ou shift) T : I → I inje
tive et C2 par mor
eaux sur 
haque
Im. On pose Jm = T (Im) l'image par T de Im, hm : Jm → Im l'inverse lo
al (ou bran
heinverse) de T sur Im et H l'ensemble des bran
hes inverses H = {hm : m ∈ E}.Les dé�nitions existantes supposent uniquement que T est C2 et stri
tement monotone sur 
haqueintervalle de la partition. Quitte à ra�ner la partition initiale (Im)m∈E , notre dé�nition est équi-valente. Cependant, on perd la 
orrespondan
e entre l'indexation de l'alphabet et 
elle de lapartition. Sur un intervalle Im, le shift T est 
omposé de plusieurs bran
hes d'images disjointes,

Tm,1, . . . Tm,k dé�nies respe
tivement sur les sous intervalles Im,1, . . . , Im,k de Im. On pose éga-lement Jm,1 = T (Im,1), . . . , Jm,k = T (Im,k) et hm,1, . . . hm,k les bije
tions ré
iproques. Alors labran
he inverse hm est dé�nie par
hm(x) =

k∑

i=1

hm,i(x)1Jm,i(x).L'avantage de 
ette dé�nition est que l'on regroupe toutes les bran
hes (resp. bran
hes inverses)dé�nies sur un intervalle 
odant la même lettre en une seule bran
he (resp. bran
he inverse).Cela permet des dé�nitions plus 
laires pour la suite.Si h = hm1 ◦ . . . ◦hmn est la 
omposition de n bran
hes inverses et si h : Jh → Ih est bien dé�niesur un ouvert Ih, alors h est appelée bran
he inverse de profondeur n. On note Hn l'ensembledes bran
hes inverses de profondeur n. Les bran
hes inverses de profondeur n sont les bran
hesinverses du ne itéré de T , T n.La traje
toire asso
iée à un point x est la suite des itérés de x sous l'a
tion du shift T ,
T (x) = (x, T (x), T 2(x), . . . , T k(x), . . .).En appliquant la fon
tion de 
odage à 
haque 
omposante de T (x), on dé�nit un mot M(x)asso
ié à x,

M(x) = (σ(x), σ(T (x)), σ(T 2(x)), . . . , σ(T k(x)), . . .).
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a b c

T 2(x) x T (x)Prenons pour exemple le système dynamique du développement binaire 
omposé de deux bran
hesa�nes identiques dont la première (resp. la se
onde) 
orrespond au symbole 0 (resp. 1). Le shift
T est donné par T (x) = 2x[1].

0 1Pour x = 5/8, on a
σ(

5

8
) = 1, σ(T (

5

8
)) = σ(

1

4
) = 0, σ(T 2(

5

8
)) = σ(

1

2
) = 1, σ(T k(

5

8
)) = σ(0) = 0, pour k ≥ 3.Le mot asso
ié à 5/8 est don
M(5/8) = (1, 0, 1, 0, 0, . . .). On 
onstate que 
'est le développementbinaire de 5/8. Cette propriété se véri�e pour tout x de l'intervalle. De manière similaire, le shift

T (x) = b ·x[1] pour un entier positif b dé�nit un système dynamique pour la numération en base
b.Dans la partie pré
édente, le système dynamique utilisé était le système dynamique des fra
tions
ontinues. Ce système admet une in�nité de bran
hes dont au
une n'est a�ne. Pour x ∈]0, 1[, lemot M(x) est 
omposé des entiers su

essifs qui apparaissent dans le développement en fra
tions
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8.1. Sour
es dynamiques
ontinues de x, 
'est à dire,
M(x) = (m1,m2,m3, . . .) équivaut à x =

1

m1 +
1

m2 +
1

m3 +
1. . .Nous donnons maintenant la dé�nition d'une sour
e dynamique en adaptant à notre 
ontexte
elles introduites par Brigitte Vallée [Val01℄.Dé�nition 24 (Sour
e Dynamique) Une sour
e dynamique est la donnée d'un système dy-namique D = (I, T, σ, E) et d'une densité initiale f sur I. L'initialisation de la sour
e se faiten 
hoisissant x suivant la densité f . Ensuite, les lettres su

essivement émises sont 
elles qui
omposent le mot M(x).Une sour
e dynamique ressemble à un générateur pseudo-aléatoire. Une graine est utilisée pourinitialiser le pro
essus et ensuite, toutes les étapes sont entièrement déterministes.8.1.2 Géométrie des bran
hesLa géométrie des bran
hes a une in�uen
e énorme sur le 
omportement d'une sour
e dyna-mique. Pour nous 
onvain
re, 
onsidérons les trois sour
es suivantes.

0 01 0 1 1Ave
 le premier système, les zéros et les uns alternent. Ave
 le se
ond système, un zéro estné
essairement suivi d'un un mais après un un, on peut trouver les deux symboles. Finalement,ave
 le dernier système, tous les mots sur {0, 1} sont possibles.Suivant la géométrie des bran
hes, les systèmes (ou sour
es) dynamiques sont 
lassé(e)s en trois
atégories : les systèmes 
omplets, les systèmes markoviens et les systèmes généraux.8.1.2.1 Systèmes 
ompletsUn système dynamique est dit 
omplet si pour tout intervalle Im, la restri
tion de T à Imse prolonge en une fon
tion de 
lasse C2 sur Im et si T (Im) = I (T est surje
tive sur Im).Une sour
e dynamique asso
iée à un système dynamique 
omplet est dite 
omplète. La sour
edes fra
tions 
ontinues, les sour
es de Bernoulli ou la sour
e du développement binaire sont dessour
es 
omplètes. Après 
haque symbole, tous les symboles sont possibles. Intuitivement, 
'estle type de sour
e (ou système) qui o�re le moins de 
orrélations entre les symboles. 189
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p0 1 0 101 100 010

(a) (b)

001Fig. 8.1 � Sour
es dynamiques 
orrespondant (a) au modèle simple de Bernoulli de paramètre pet (b) au modèle groupé de Bernoulli de paramètre t = 3.Les sour
es de Bernoulli de paramètre p est une sour
e dynamique à bran
hes 
omplètes (I, T, σ, E , f)sur l'alphabet à deux symboles E = {0, 1}. La fon
tion T se 
ompose de deux bran
hes a�nes
orrespondant à 
haque lettre de l'alphabet et le tout est dé�nit de la manière suivante :
I = [0, 1], f(x) = 1,

{
T (x) = x/p, σ(x) = 1, pour x ∈ [0, p[
T (x) = (x− p)/(1 − p), σ(x) = 0, pour x ∈ [p, 1]Nous avons aussi 
onsidérer un modèle groupé de Bernoulli sur des groupes d'attributs de taille

t. La sour
e dynamique asso
iée est basée sur une sour
e dynamique (I, T, σ, E , f) sur l'alphabetdes t-uples ne 
ontenant qu'un seul 1,
1000...0

t t t t

0100...0 0010...0 0000...1La fon
tion T admet t bran
hes a�nes de même pente t et la distribution initiale reste la fon
tion
onstante f = 1. Nous avons représenté les sour
es dynamiques 
orrespondant aux deux modèlesde Bernoulli à la �gure 8.1.Dans les deux 
as, 
e ne sont pas les seules manières de faire. Pour le modèle simple de Bernoulli,il est par exemple possible d'é
hanger les deux bran
hes ou d'utiliser des bran
hes dé
roissantes.Il en est de même ave
 le modèle groupé.Plus généralement, les sour
es sans-mémoire se modélisent naturellement ave
 des sour
esdynamiques 
omplètes à bran
hes a�nes. Si pω est la probabilité d'émettre la lettre ω, alors ilsu�t de 
onsidérer le système dynamique 
omplet à bran
hes a�nes de densité initiale f = 1et de partition topologique Iω ave
 |Iω| = pω (une telle partition existe et n'est pas unique).La �gure suivante 
orrespond au système dynamique d'une sour
e sans mémoire sur l'alphabet
{a, b, c} ave
 pa = pc = 1/4 et pb = 1/2.
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es dynamiques
a b c

1/4 1/41/28.1.2.2 Systèmes markoviensNous nous limitons au 
as des alphabets �nis bien qu'il existe des dé�nitions pour des al-phabets in�nis. Un système dynamique est dit markovien s'il existe une partition topologique
(Kl)l∈P �nie de I telle que1. T se prolonge en une fon
tion C2 et stri
tement monotone sur 
haque intervalle Kl,2. T (K l) est la réunion d'intervalles de (K l)l∈P ,

∀l ∈ P, ∃Pl ⊂ P, T (K l) =
⋃

j∈Pl

Kj .Les éléments de la partition (Kl)l∈P jouent un r�le équivalent aux états dans une 
haîne deMarkov. La matri
e binaire sous-ja
ente à un système markovien dé
rit les passages possiblesentre les états et est dé�nie par P = (Pl|m) ave

Pl|m = 1 ssi Kl ⊂ T (Km).Si P est irrédu
tible et apériodique (P est positive et une puissan
e de P est stri
tement positive),alors le système est irrédu
tible 
e qui traduit un bon mélange des états et don
 des symboles.Une sour
e dynamique est dite markovienne si elle est asso
iée à un système dynamiquemarkovien et irrédu
tible.Les 
haînes de Markov se modélisent naturellement ave
 les sour
es dynamiques marko-viennes. Fixons par exemple (fw)w∈{0,1}K une densité initiale et (pw1|w2

)w1,w2∈{0,1}K les probabi-lités de transition. Pour w ∈ {0, 1}K , nous posons aw l'entier dont w est la représentation binaireet Iw l'intervalle Iw = [aw, aw + 1]. L'intervalle I est donné par la réunion des intervalles Iw soit
I = [0, 2K ]. La sour
e dynamique markovienne que nous 
onstruisons sera dé�nie sur l'intervalle
I.L'alphabet E est {0, 1}K . La partition topologique initiale est 
omposée par les intervalles
(Iw)w∈{0,1}K . La fon
tion de 
odage est 
onstante et égale à w sur 
haque Iw ainsi que la den-sité initiale qui est 
onstante et égale à fw sur 
haque Iw. Il reste le shift T à 
onstruire etla partition ra�née (Kl)l∈P . Chaque intervalle Iw admet une partition topologique (Iw1|w)w1∈Eoù Iw1|w est de longueur pw1|w. La partition ra�née est donnée par l'ensemble des intervalles
Iw1|w2

. Pour terminer la 
onstru
tion, le shift T est a�ne par mor
eaux et tel que ses restri
tions
T : Iw1|w2

→ Iw1 sont des bije
tions. 191
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I00 I01 I10 I11

0 1 2 3 4
1
4 1

6

1
3 densité initialeFig. 8.2 � Sour
e dynamique markovienne asso
iée à une 
haîne de Markov.La �gure 8.2 montre le système dynamique markovien 
orrespondant à une 
haîne de Markovd'ordre 1 sur l'alphabet {00, 01, 10, 11} ayant pour densité initiale f = (f00, f10, f01, f11) ave


f00 = 1/4, f01 = 1/4, f10 = 1/6, f11 = 1/3,et pour probabilités de transition, 00 01 10 1100 1/4 1/4 1/4 1/401 1/3 1/3 1/6 1/610 1/2 1/4 1/8 1/811 1/5 1/5 2/5 1/58.1.2.3 Systèmes générauxOn appellera sour
e dynamique générale un système dynamique qui n'est ni 
omplet, nimarkovien. De tels systèmes apparaissent par exemple lors de l'étude des algorithmes α-eu
lidiens[BDV02℄. Ces systèmes sont beau
oup plus 
omplexes à étudier. Les preuves que nous utilisonspro�tent des propriétés géométriques des sour
es dynamiques 
omplètes ou markoviennes et nes'étendent don
 pas aux sour
es dynamiques générales.192



8.1. Sour
es dynamiques8.1.3 Régularités des bran
hesNous venons de voir les aspe
ts géométriques des bran
hes d'un système dynamique. Nous
onsidérons maintenant la régularité des bran
hes. Cette régularité a aussi une in�uen
e sur le
omportement d'une sour
e dynamique.8.1.3.1 Système dilatant ou bran
hes inverses 
ontra
tantesUn système dynamique est dit dilatant si la dérivée du shift véri�e
|T ′| ≥ ρ−1 > 1.Il revient au même de dire que les bran
hes inverses sont 
ontra
tantes, i.e.

∀h ∈ H, |h′| ≤ ρ < 1Le plus petit réel ρ satisfaisant 
ette propriété est appelé le 
oe�
ient de 
ontra
tion du systèmedynamique. Un système dynamique dilatant n'admet pas de points �xes attra
tifs (T (x) = xet |T ′(x)| < 1). Cela évite que les mots soient tous des suites stationnaires. Il n'admet pas nonplus de points indi�érents (T (x) = x et |T ′(x)| = 1). Un système dynamique qui admet un pointindi�érent met un 
ertain temps avant de s'en éloigner. La sour
e a don
 tendan
e à émettreplusieurs fois la même lettre (
elle autour du point �xe) avant d'en émettre une nouvelle. Ce
iimplique un mauvais mélange des lettres. En terme de traje
toire, on voit très 
lairement ladi�éren
e entre un système dilatant, un système qui admet un point indi�érent et un systèmequi admet un point �xe (de gau
he à droite).
0

1

 

 

0

1

 

 

0

1

 

 Les traje
toires d'un système dilatant sont très 
haotiques. Si le système admet un point indi�é-rent, on 
onstate des zones de 
alme, appelées phénomènes d'intermitten
es, qui 
orrespondentau temps qu'il faut pour s'éloigner du point indi�érent. Finalement, ave
 un point attra
tif, lestraje
toires 
onvergent vers le point attra
tif.Avoir un point indi�érent a aussi des 
onséquen
es algorithmiques. Les auteurs de [BDV02, Val03℄ont 
lassé les algorithmes eu
lidiens en deux 
lasses : les algorithmes lents et rapides. Les algo-rithmes lents sont 
ara
térisés par des systèmes dynamiques ayant un point indi�érent 
ontrai-rement aux algorithmes rapides.8.1.3.2 DistorsionUn système dynamique satisfait la propriété de distorsion s'il existe un réel A tel que pourtoute bran
he inverse hm, et tout x, y ∈ Jm

|h′′m(x)|
|h′m(y)| ≤ A. 193



Chapitre 8. Point de vue dynamique sur les bases de donnéesPlus la distorsion est pro
he de 0, plus les bran
hes ressemblent à des bran
hes a�nes. Or, lessystèmes à bran
hes a�nes sont les moins 
orrélés. La 
onstante de distorsion est don
 très liéesaux 
orrélations de la sour
e.8.1.4 Intervalles fondamentaux et probabilités fondamentalesDorénavant, nous �xons une sour
e dynamique S ayant pour système dynamique (I, T, σ, E)et densité initiale f . Pour un mot ω, pω désigne la probabilité fondamentale qu'un mot de S
ommen
e par ω et Iω l'intervalle fondamental de ω, 
'est-à-dire l'ensemble des x tel que M(x)
ommen
e par ω. L'intervalle fondamental est un véritable intervalle pour les sour
es 
omplètesalors que 
'est une réunion d'intervalles dans le 
as général.Si ω = m ave
 m une lettre de l'alphabet, alors l'intervalle fondamental de ω est Im = hm(I).La probabilité pω est donnée par
pω =

∫

Im

f(x)dx =

∫

I
|h′m(x)|f ◦ hm(x)1Jm(x)dx.Maintenant si ω = m1m2 est un mot (produ
tible) de deux lettres et si M(x) 
ommen
e par ω,alors x ∈ Im1 et T (x) ∈ Im2 soit x ∈ hm1 ◦ hm2(I) = Ihm1◦hm2

. Ce résultat se généralise à toutmot de longueur n quel
onque. Il est alors 
lair qu'un mot ω de longueur n est asso
iée à uneunique bran
he inverse de profondeur n notée hω, dé�nie sur un intervalle Jω et à valeurs dans
Iω. Si ω = m1 . . .mn, l'intervalle fondamental de ω est

Iω = Ihω = hω(I) où hω = hm1 ◦ hm2 ◦ . . . ◦ hmn .Ave
 
es notations, la probabilité fondamentale de ω satisfait aussi la formule intégrale
pω =

∫

Iω

f(x)dx =

∫

I
|h′ω(x)|f ◦ hω(x)1Jhω

(x)dx.8.1.5 Opérateurs générateursLors de l'analyse de la 
omplexité binaire des algorithmes eu
lidiens, nous avons déjà utilisédes opérateurs pour générer les séries génératri
es. Les opérateurs de transfert pondérés ou nonsont des généralisations du transformateur de densité que nous dé
rivons à la se
tion 8.1.5.1.Dans le 
adre de la fouille de données, nous utilisons également deux autres généralisations quesont les opérateurs 
ontraints (se
tion 8.1.5.2) et les opérateurs de transfert multidimensionnels(se
tion 8.1.5.3).8.1.5.1 Transformateur de densitéLa probabilité qu'un mot 
ommen
e par la lettre m est donnée par
∫

Im

f(x)dx =

∫

I
|h′m(x)|f ◦ hm(x)1Jm(x)dx,où f est la densité initiale. Une question naturelle est quelle est la probabilité que la deuxièmelettre soit un m ? Même 
hose pour la troisième ? Pour répondre à 
es questions, il faut 
onnaîtrela densité après une ou deux itérations du shift T . Si fn désigne la densité après n itérationsdu shift, alors il existe un opérateur G, appelé transformateur de densité, tel que fn = Gn[f ].194



8.1. Sour
es dynamiquesComme son nom l'indique, le transformateur de densité transforme une densité en une autre etvéri�e la formule,
G[f ](x) =

∑

m∈E

|h′m(x)|f ◦ hm(x)1Jm(x).Intuitivement, la densité en un point x après une itération est la somme de tous les mor
eauxde densités apportés par les anté
édents de x qui sont les hm(x). La pondération par les dérivées
|h′m| est due à la formule du 
hangement de variable.

x

a b c

h (x)a h (x)cAve
 la propriété de multipli
ativité de la dérivée d'une fon
tion 
omposée, le ne itéré de Gs'exprime en fon
tion des bran
hes inverses de profondeur n,
Gn[f ](x) =

∑

h∈Hn

|h′(x)|f ◦ h(x)1Jh
(x).Comme les bran
hes inverses de profondeur n sont asso
iées à des mots de longueur n, le ne itéréde G s'é
rit aussi,

Gn[f ](x) =
∑

ω∈E<n>

|h′ω(x)|f ◦ hω(x)1Jω(x),où E<n> est l'ensemble des pré�xes de longueur n produ
tibles par la sour
e. Nous posons G[ω]l'opérateur 
omposante
G[ω][f ](x) = |h′ω(x)|f ◦ hω(x)1Jω(x).Les fon
tions indi
atri
es engendrent pas mal de di�
ultés lors de l'analyse des opérateurs. Ilest toutefois possible de s'en arranger dans deux 
as parti
uliers : les systèmes 
omplets et lessystèmes markoviens.Cas des systèmes 
omplets : pour un système 
omplet, 
haque bran
he inverse hm : Jm → Imest C2 et surje
tive. L'intervalle Jm est don
 l'intervalle I au 
omplet et la fon
tion indi
atri
e

1Jm vaut toujours 1. 195



Chapitre 8. Point de vue dynamique sur les bases de donnéesCas des systèmes markoviens : un système dynamique est markovien s'il existe une partition�nie (Kl)l∈P (plus �ne que la partition initiale) telle que T est C2 et stri
tement monotone sur
haque intervalle Kl et T (K l) est la réunion d'intervalles de la partition (K l)l∈P . Les intervalles
(Kl)l jouent le r�le des états dans une 
haîne de Markov. Plut�t que d'observer l'évolution de ladensité sur tout l'intervalle I, on observe la densité sur 
ha
un des intervalles (Kl)l. La densitéinitiale s'é
rit alors sous la forme f = (fl)l∈P ou de manière équivalente,

f(x) =
∑

l∈P

fl(x)1Kl
(x).Pour deux états (l, k) ∈ P2, il existe au plus une bran
he inverse h (de profondeur 1) telle que

h(Kk) ⊂ Kl. Si elle existe, 
'est la seule bran
he qui 
orrespond au passage de l'état l à l'état k.Pour x ∈ Kk, on dé�nit l'opérateur 
omposante G[k|l] par
G[k|l][f ](x) =

{
|h′(x)|fl ◦ h(x) s'il existe h ∈ H telle que h(Kk) ⊂ Kl,
0 sinon.Les opérateurs qui 
omposent l'opérateur matri
iel MG = (G[k|l])(k,l)∈P2 n'ont pas de fon
tionsindi
atri
es. De plus, l'opérateur matri
iel et le transformateur de densité sont des opérateurséquivalents. En e�et, si g = G[f ] ave
 g = (gl)l∈P et f = (fl)l∈P , alors f et g véri�ent aussi

(gl)l∈P = MG[(fl)l∈P ].L'opérateur ave
 les indi
atri
es est rempla
é par un opérateur matri
iel sans indi
atri
es.8.1.5.2 Opérateur de transfert 
ontraintDans la partie 
onsa
rée aux 
al
uls de 
onstantes (Partie 5), nous avons déjà introduit lesopérateurs de transfert 
ontraints dont la valeur propre dominante était liée à la dimension deHausdor� d'un espa
e de Cantor. Nous nous étions alors limités au 
as des fra
tions 
ontinuesmais de tels opérateurs existent bien entendu dans un 
adre plus général.Nous �xons E ′ un sous-alphabet de l'alphabet initial E . La probabilité qu'un mot de longueur
n 
ommen
e par n lettres de E ′ est

P
[
ω ∈ (E ′)n

]
=

∑

ω∈(E ′)n

∫

I
|h′ω(x)|f ◦ hω(x)1Jω (x)dx.En notant G[E ′] l'opérateur de transfert 
ontraint à E ′ et dé�ni par,

G[E ′][f ] =
∑

m∈E ′

|h′m|f ◦ hm1Jm,la probabilité pré
édente s'é
rit
P
[
ω ∈ (E ′)n

]
=

∫

I
Gn

[E ′][f ](x)dx.Toutes les propriétés du transformateur de densité 
lassique se transmettent à l'opérateur
ontraint. Pour un système dynamique 
omplet, les fon
tions indi
atri
es disparaissent alors196



8.1. Sour
es dynamiquesque pour un système markovien, l'opérateur est équivalent à un opérateur matri
iel MG[E ′] =
(G[E ′],[k|l])(k,l)∈P2 où les opérateurs 
omposantes sont dé�nis par
G[E ′],[k|l][f ](x) =

{
|h′(x)|fl ◦ h(x) s'il existe h ∈ H telle que h(Kk) ⊂ Kl et σ(Kk) ∈ E ′,
0 sinon.Nous retrouverons naturellement les opérateurs de transfert 
ontraints pour exprimer la pro-babilité des motifs lignes dont on peut 
onsidérer qu'ils imposent des 
ontraintes à 
ertainespositions.Remarque : Par perturbation de l'opérateur de transfert 
ontraint,

Gs,[E ′][f ] =
∑

m∈E ′

|h′m|sf ◦ hm1Jm .nous retrouvons l'opérateur que nous avons utilisé dans le 
adre des fra
tions 
ontinues lors du
al
ul des 
onstantes.8.1.5.3 Opérateur de transfert multidimensionnelDans 
ette se
tion, nous �xons γ un entier. Jusqu'à présent, nous avons 
onsidéré l'évolutiond'une unique sour
e dynamique S = (I, T, σ, E , f). Considérons maintenant, en parallèle et demanière indépendante, l'évolution de γ 
opies de S. A 
haque étape, un γ-uplet de lettres estproduit. Cela dé�nit une sour
e dynamique multidimensionnelle Sγ = (I, T , σ, E , f) ave

I = Iγ , E = Eγ , T (x1, . . . , xγ) = (T (x1), . . . , T (xγ)),

σ(x1, . . . , xγ) = (σ(x1), . . . , σ(xγ)), f(x1, . . . , xγ) = f(x1) × . . . × f(xγ).Pour x ∈ I , la traje
toire et le mot asso
iés à x sont alors respe
tivement dé�nis par,
T (x) = (x, T (x), T

2
(x), . . .), M(x) = (σ(x), σ(T (x)), σ(T

2
(x)), . . .).Pour m = (m1, . . . ,mγ) ∈ E , le shift T est par 
onstru
tion C2 par mor
eaux et inje
tif sur
haque ensemble Im = Im1 × . . . × Imγ . L'image de Im par le shift T est donné par l'ensemble

Jm = Jm1 × . . .× Jmγ . La bran
he inverse multidimensionnelle asso
iée à m et notée hm, est labije
tion ré
iproque de T : Im → Jm et est dé�nie par
hm(x1, . . . , xγ) = (hm1(x1), . . . , hmγ (xγ)).En parti
ulier, son ja
obien satisfait

Jac(hm)(x1, . . . , xγ) =

γ∏

i=1

|h′mi
(xi)|.Comme pour les sour
es dynamiques 
lassiques, à 
haque pré�xe ω = m1 . . .mp produ
tible parla sour
e S, il existe une unique bran
he inverse multidimensionnelle hω = hm1 ◦ . . . ◦ hmp deprofondeur p qui lui est asso
iée. Cette bran
he est dé�nie sur un intervalle Jhω

= Jω et est àvaleurs dans Ihω
= Iω.Tous les opérateurs pour les sour
es dynamiques 
lassiques s'étendent à la sour
e Sγ . L'opérateur
omposante asso
ié à un pré�xe ω est dé�ni par

G<γ>,[ω][F ] := Jac(hω)F ◦ hω1Jω . 197



Chapitre 8. Point de vue dynamique sur les bases de donnéesoù F est une fon
tion 
omplexe dé�nie sur I. La probabilité du mot ω est alors donnée par
pω =

∫

I
G<γ>,[ω][f ](x)dx (8.1)où f est la densité initiale. De son 
oté, le transformateur de densité satisfait

G<γ>[F ] :=
∑

m∈E

G<γ>,[m][F ] =
∑

m∈E

Jac(hm)F ◦ hm1Jmet l'opérateur 
ontraint à un sous-alphabet E ′ est dé�ni par
G<γ>,[E ′][F ] :=

∑

m∈E ′

G<γ>,[m][F ] =
∑

m∈E ′

Jac(hm)F ◦ hm1JmNous introduisons maintenant un nouvel opérateur : l'opérateur de transfert pondéré multi-dimensionnel. Il admet une expression similaire aux opérateurs de transfert pondérés que nousavons ren
ontré lors de l'analyse des 
oûts additifs sur les entiers, mais il ne dépend que d'unparamètre 
omplexe w et d'un 
oût élémentaire c sur l'alphabet E . Il est dé�ni par
G<γ>,w,[c] =

∑

m∈E

G<γ>,w,[c],[m] ave
 G<γ>,w,[c],[m][F ] = ewc(m)Jac(hm)F ◦ hm1Jm
,et si c est étendu de façon additive sur les bran
hes inverses de T ou sur les mots, i.e.,

c(m1m2 . . .mp) = c(hm1 ◦ hm2 ◦ . . . ◦ hmp) = c(m1) + c(m2) + . . .+ c(mp),les itérés de l'opérateur de transfert pondéré multidimensionnel satisfont
Gn

<γ>,w,[c] =
∑

ω∈E
n

G<γ>,w,[c],[ω] ave
 G<γ>,w,[c],[ω][F ] = ewc(ω)Jac(hω)F ◦ hω1Jω
.Pour une sour
e dynamique S 
omplète, les fon
tions indi
atri
es sont toutes égales à 1.Si S est markovienne de partition (Kl)l∈P , à 
haque étape le shift T part de γ états Kl =

(Kl1 , . . . ,Klγ ) pour arriver à γ autres états Kj = (Kj1 , . . . ,Kjγ ). L'ensemble (Kl)l∈Pγ formeune partition de Iγ . Dans 
e 
ontexte, une fon
tion 
omplexe F sur I peut être vue 
omme unve
teur de fon
tions F = (Fl)l∈Pγ tel que
F (x1, . . . , xγ) =

∑

l∈Pγ

Fl(x1, . . . , xγ)1Kl1
(x1) . . . 1Klγ

(xk).Si le passage de Kl à Kj est possible, il existe une unique bran
he inverse hm telle que
∀p ∈ {1..γ}, hmp(Kjp) ⊂ Klp .L'opérateur matri
iel, MG<γ>,w,[c] = (G<γ>,w,[c],[γ|l])(j,l)∈(Pγ)2 , asso
ié à l'opérateur pondérémultidimensionnel est alors dé�ni par

G<γ>,w,[c],[j|l][(Fp)p∈Pγ ] =





ewc(m)Jac(hm)Fl ◦ hmsi hm est l'unique bran
he telle que hm(Kj) ⊂ Kl,

0 sinonIl est à noter que si la sour
e S est markovienne, elle est par dé�nition irrédu
tible. Cette irré-du
tibilité se transmet aussi à la sour
e multidimensionnelle.Nous retrouverons naturellement l'opérateur de transfert pondéré multidimensionnel pour esti-mer les sommes Sγ,m.198



8.1. Sour
es dynamiques8.1.6 Lien entre les sour
esLa sour
e Sγ est dé�nie à partir de γ 
opies de la sour
e S et émet un 1 (resp. un 0) si les
γ 
opies de S émettent (resp. n'émettent pas ) en même temps un 1. La sour
e Sγ est dé�nie àpartir de γ 
opies de la sour
e S et émet des symboles qui sont les γ-uplets des symboles 0 ou 1émis par les γ sour
es S. Le lien entre les deux sour
es est maintenant 
laire. Si σ̃ est la fon
tiondé�nie sur les γ-uplets de la manière suivante,

σ̃ : {0, 1}γ → {0, 1}, et σ̃(x) = 1 ssi x = (1, . . . , 1),alors nous pouvons é
rire σ̃(Sγ) = Sγ où σ̃(Sγ) signi�e que 
haque γ-uplet émis par Sγ esttransformé par σ̃ en un élément de {0, 1}.Raisonner sur la sour
e multidimensionnelle S revient don
 exa
tement à raisonner sur la sour
e
S.8.1.7 Opérateur asso
ié à un langage et di
tionnaireSoit E un alphabet. Dans 
ette se
tion, l'opérateur H[ω] désigne l'un des opérateurs 
ompo-santes G[ω], G<γ>,[ω], G<γ>,w,[c],[ω] (c est additif) ou une de leur version matri
ielle. Dans tousles 
as, l'opérateur asso
ié au mot ω = ω1ω2 . . . ωm de longueur m est donné par

H[ω] = H[ωm] ◦ H[ωm−1] ◦ . . . ◦ H[ω1].Dé�nition 25 (Opérateur asso
ié à un langage) Etant donné un langage L de E⋆ (i.e. L ⊂
E⋆), l'opérateur asso
ié au langage L, noté H[L], est dé�ni par

H[L] =
∑

ω∈L

H[ω].Comme pour les séries génératri
es ordinaires, un di
tionnaire existe pour les opérateurs asso
iésà des langages. Si L1 et L2 sont deux langages, alors les opérateurs asso
iés à la 
on
aténation
L1 · L2 ou à l'union disjointe L1 ⊕ L2 sont donnés par

H[L1·L2] = H[L2] ◦ H[L1], et H[L1⊕L2] = H[L1] + H[L2].En parti
ulier, l'opérateur asso
ié au langage L⋆
1 véri�e

H[L⋆
1] =

∑

m≥0

Hm
[L1]

= (I − H[L1])
−1.Dans la suite, nous utiliserons ex
lusivement les langages asso
iés à un motif ligne, 
'est-à-dire l'ensemble des mots qui 
ontiennent le motif ligne. Nous verrons que 
es langages sontdes 
on
aténations d'autres langages et nous exprimerons les opérateurs asso
iés à l'aide dudi
tionnaire pré
édent.8.1.8 Propriétés spe
trales et analytiques des opérateurs8.1.8.1 Espa
es fon
tionnelsSelon l'espa
e de fon
tions, le spe
tre des opérateurs 
hangent. Par exemple, sur l'espa
edes fon
tions intégrables L1, le transformateur de densité admet tout le 
er
le unité (dans C)
omme spe
tre. En revan
he, sur l'espa
e des fon
tions C1 sur l'intervalle I = [0, 1] et muni de lanorme ||f || = ||f ||∞ + ||f ′||∞, le transformateur de densité admet 1 
omme unique valeur propredominante séparée du reste du spe
tre par un saut spe
tral. 199
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1 1

spectre sur L spectre sur CUn bon espa
e fon
tionnel pour nos opérateurs est un espa
e sur lequel ils admettent une uniquevaleur propre dominante séparée du reste du spe
tre par un saut spe
tral. Selon les propriétés desbran
hes du système dynamique, il est possible de 
hoisir des espa
es de fon
tions analytiques[Val97a, Val01, Val98a, Val03℄ pour des systèmes à bran
hes holomorphes 
ontra
tantes. Pour
ertains systèmes généraux [BDV02℄, l'espa
e adéquat est l'ensemble des fon
tions à variationbornée. Plus ré
emment, Chazal et Maume-Des
hamps [CMD04℄ ont utilisé l'espa
e des fon
tionslips
hitziennes par mor
eaux pour traiter des sour
es dynamiques markoviennes dont les bran
hesne sont pas holomorphes. Finalement dans [BV05, BV04℄, Baladi et Vallée ont préféré l'espa
e desfon
tions C1(I) ave
 une norme parti
ulière pour analyser les opérateurs de transfert pondérés.Nous disposons don
 d'un 
ertain nombre d'espa
es pour nos opérateurs. Dans 
ette partie,seuls des systèmes dynamiques 
omplets ou markoviens sont abordés. Nous n'utiliserons don
 pasles fon
tions à variation bornée. Dans le 
hapitre �
al
ul de 
onstantes�, l'espa
e fon
tionnel étaitun espa
e de fon
tions analytiques sur un disque alors que pendant l'analyse des algorithmeseu
lidiens (
f. 
hapitre 3), nous utilisions l'espa
e des fon
tions C1.Dans toute la suite, nous 
hoisissons l'espa
e fon
tionnel C1(I) pour les sour
es dynamiques
omplètes, l'espa
e des fon
tions C1 sur 
haque élément de la partition (Kl)l∈P pour les sour
esdynamiques markoviennes, l'espa
e C(overlineI) pour la sour
e dynamique multidimensionnelle
Sγ asso
iée à un sour
e 
omplète et l'espa
e des fon
tions C1 sur 
haque élément de la partition
(Kl)l∈P pour la sour
e dynamique multidimensionnelle Sγ asso
iée à un sour
e markovienne.Ave
 les espa
es pré
édemment 
ités, le spe
tre du transformateur de densité et de l'opérateurmultidimensionnel sont résumés par la proposition suivante.Proposition 24 (i) Le transformateur de densité admet une unique valeur propre dominanteégale à 1 isolée du reste du spe
tre par un saut spe
tral. De plus, le ve
teur propre φ asso
ié eststri
tement positif sur [0, 1] et si la norme L1 de φ est 1, alors φ sera appelé la densité invariantede G.(ii) Pour w réel, l'opérateur de transfert pondéré multidimensionnel Gk,w,[c] admet une uniquevaleur propre dominante positive, isolée du reste du spe
tre par un saut spe
tral et dont le ve
teurpropre asso
ié est stri
tement positif.8.1.8.2 Dé
omposition spe
traleLes propriétés spe
trales dominantes des opérateurs font qu'ils peuvent être séparés en deuxparties : une partie dominante liée à la partie dominante du spe
tre et une partie sous-dominante200



8.2. Sour
es dynamiques et fouille de données
orrespondant au reste du spe
tre. Cette dé
omposition, appelée dé
omposition spe
trale, est dela forme
G[f ] = λP[f ] + N[f ],où P est un proje
teur sur l'espa
e propre dominant et N un opérateur de rayon spe
tral stri
-tement plus petit que |λ|. De plus, P et N 
ommutent.La dé
omposition spe
trale induit aussi une dé
omposition spe
trale des itérés,

Gn[f ] = λnP[f ] + Nn[f ],ainsi qu'une dé
omposition du quasi-inverse,
(I − G)−1[f ] =

1

1 − λ
P[f ] + (I − N)−1[f ].La dé
omposition du quasi-inverse n'a de sens que si la valeur propre dominante n'est pas égaleà 1 ou si 1 n'est pas la valeur propre N.Dans le 
as du transformateur de densité, le proje
teur P est 
onnu et satisfait

P[f ] = φ

∫ 1

0
f(t)dt.8.2 Sour
es dynamiques et fouille de donnéesLa partie pré
édente a dé
rit tous les aspe
ts importants des sour
es dynamiques. Pour nosproblèmes de fouille de données, nous allons nous 
on
entrer sur les sour
es dynamiques 
omplètesou markoviennes. Pour 
es deux types de sour
es, nous montrons que les 
onditions 8 (page 166),9 (page 166) et 10 (page 167) respe
tivement asso
iés aux théorèmes 18 (page 166), 19 (page167) et 20 (page 169) sont véri�ées.8.2.1 Alphabets des sour
es dynamiquesLes bases de données que nous 
onsidérons sont binaires. A priori, l'alphabet adéquat est

{0, 1}. Mais pour tenir 
ompte du modèle de Bernoulli par groupe12 et des 
haînes de Markovd'ordre quel
onque13, nous sommes amenés à étudier tous les alphabets E de la forme
E ⊂ {0, 1}K ave
 K ∈ N⋆.Ave
 
e type d'alphabet, les mots produits sont vus 
omme une 
on
aténation de mor
eaux detailleK. Il faut toutefois éviter des alphabets qui induisent une périodi
ité dans les mots produits.Prenons une situation qu'il faut éviter. Supposons que l'alphabet de la sour
e dynamique soit

E = {100, 110, 101}. Alors, tout élément de E débute ave
 un 1. Comme la sour
e 
on
atène deséléments de E pour produire les objets, tous les attributs d'indi
es 1+3j sont présents dans tousles objets. Le 
odage matri
iel admet alors plusieurs 
olonnes de 1 
e qui ne se présente jamais enpratique. De la même manière, nous évitons les alphabets qui produisent des 0 périodiquement.Hypothèse 11 (Alphabet) Soit w ∈ {0, 1}K pour K ≥ 2. Si w = w1 . . . wK , on note I(w) =
{i : wi = 1} l'ensemble des indi
es où w admet un 1. Un alphabet E est un sous-ensemble de
{0, 1}K véri�ant la 
ondition suivante :

(C)
⋂

w∈E

I(w) = ∅ et ⋃

w∈E

I(w) = {1, . . . ,K}.12dont on peut 
onsidérer qu'il émet des paquets appartenant à l'ensemble {100 . . . 0, 010 . . . 0, . . . , 000 . . . 1}13Un 
haîne de Markov d'ordre K sur {0, 1} est une 
haîne de Markov d'ordre 1 sur l'alphabet {0, 1}K 201



Chapitre 8. Point de vue dynamique sur les bases de donnéesSupposons que l'on dé
ide de regarder les mots ayant un 1 dans une position i donnée. Celarevient à observer les mots qui 
ontiennent le motif ligne {i}. La position 
orrespond à unmor
eau des mots et l'hypothèse (C) fait que 
e mor
eau ne peut 
ontenir tous les éléments de
E . Un motif ligne 
ontraint systématiquement les mots.8.2.2 Génération des probabilités des motifs lignesLes probabilités des motifs lignes sont essentielles puisqu'elles interviennent dans les 
ondi-tions de tous les théorèmes. Nous �xons don
 X = {v1, . . . , vj} un motif ligne de {1, . . . ,m}.Nous rappelons que le motif ligne est 
ontenu dans un objet o (ou dans une ligne) si o 
ontientles attributs av1 , . . . , avj . D'un point de vue texte, 
ela signi�e que le mot asso
ié à o admetdes 1 aux positions pointées par X. Dans 
e 
as, le motif ligne est dit 
ontenu dans le mot. Ladi�
ulté dans notre 
ontexte est que la sour
e émet des paquets de K symboles 0 ou 1 à traversl'alphabet E . Avoir un 1 dans une position donnée implique don
 des 
ontraintes autour de 
etteposition. De plus, deux 1 peuvent appartenir au même paquet.Dans toute la suite, nous �xons K un entier positif et E un alphabet in
lus dans {0, 1}K .Nous supposons également que la longueur m des mots est de la forme m = K ·m1 ave
 m1 unentier positif.Dé�nition 26 Soit X un motif ligne de {1, . . . ,m}. Le langage L(X) asso
ié au motif ligne Xest l'ensemble des mots de longueur m1 sur l'alphabet E 
ontenant le motif ligne X,

L(X) = {ω = ω1 . . . ωm1 = l1 . . . lm | ∀i, ωi ∈ E et ∀j ∈ X, lj = 1}. (8.2)La probabilité pX qu'un motif ligne soit présent dans un mot s'exprime en fon
tion de l'opérateurasso
ié au langage L(X),
pX =

∑

ω∈L(X)

pω =
∑

ω∈L(X)

∫ 1

0
G[ω][f ](t)dt =

∫ 1

0
G[L(X)][f ](t)dt.Nous allons maintenant dé
omposer l'ensemble L(X) et appliquer le di
tionnaire sur les opéra-teurs asso
iés à un langage a�n de trouver une nouvelle expression des pX .Nous appelons 
ontrainte élémentaire (sur les mots de l'alphabet) un sous-ensemble de

{1, . . . ,K}. A un motif ligneX, nous asso
ions unm1-uplet de 
ontraintes élémentaires (X1, . . . ,Xm1)où
Xi = {j ∈ {1, . . . ,K} tel que u = K · (i− 1) + j appartient à X}.Par exemple, pourm1 = 4,K = 3 etX = {2, 4, 6, 7, 11}, on a (X1,X2,X3,X4) = ({2}, {1, 3}, {1}, {2}).indi
e dans le mot 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12indi
e dans le mor
eaux 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3motif ligne X 2 4 6 7 11
ontraintes élémentaires {2} {1, 3} {1} {2}Les 
ontraintes élémentaires nous indiquent les positions où il doit y avoir un 1 dans les mots del'alphabet pour satisfaire le motif ligne en un mor
eau donné.Le langage L(Y ) asso
ié à une 
ontrainte élémentaire Y ⊂ {1, . . . ,K} est l'ensemble EY desmots de l'alphabet ayant un 1 aux positions indi
ées par Y ,

EY = {ω = m1 . . .mK ∈ E | ∀i ∈ Y,mi = 1}.202



8.2. Sour
es dynamiques et fouille de donnéesAve
 l'exemple pré
édent, EX2 = {101, 111} si l'alphabet est E = {0, 1}K et EX2 = ∅ si l'alphabetest {001, 010, 100}.Il est maintenant 
lair que le langage asso
ié à un motif ligne X se dé
ompose en fon
tiondes langages des 
ontraintes élémentaires,
L(X) = L(X1) · L(X2) · . . . · L(Xm1).En appliquant le di
tionnaire sur les opérateurs, l'opérateur G[L(X)] s'é
rit également sous laforme
G[L(X)] = G[L(Xm1 )] ◦ . . . ◦ G[L(X1)]et la probabilité pX qu'un mot 
ontient le motif ligne X satisfait la formule alternative

pX =

∫ 1

0
G[L(Xm1 )] ◦ . . . ◦ G[L(X1)][f ](t)dt. (8.3)Dans toute la suite nous noterons souvent Ei le langage L(Xi)8.2.3 Sour
e dynamique et première 
onditionNous disposons maintenant d'une formule pour la probabilité des motifs lignes. A partirde 
ette formule, nous allons montrer que les sour
es dynamiques 
omplètes ou markoviennessatisfont la 
ondition 8. C'est l'objet de la proposition suivante.Proposition 25 Soit S une sour
e dynamique 
omplète ou markovienne, dilatante et à distor-sion bornée, dont la densité initiale est stri
tement positive sur [0, 1]. Alors S satisfait l'hypothèse8 de dé
roissan
e exponentielle de la probabilité des motifs : il existe un réel positif κ (qui dé-pend du système dynamique et de la densité initiale) et un réel θ (qui ne dépend que du systèmedynamique) de l'intervalle ]0, 1[ tels que pour tout motif ligne X de longueur |X|,

pX ≤ κ · θ|X|.Preuve de la proposition. Les idées sont similaires à la fois dans le 
as 
omplet et dans le 
asmarkovien. Pour un motif X, le point de départ est la formule 8.3 qui exprime pX en fon
tion desopérateurs. Quitte à majorer pX , les n0 premiers opérateurs sont rempla
és par le transformateurde densité. L'entier n0 est tel que Gn0 est pro
he de la densité invariante φ de G. Ensuite, il su�tde montrer qu'un opérateur GE ′ ave
 E ′ ( E (éventuellement 
omposé à gau
he ave
 un nombre�ni de transformateurs de densité) transforme la densité invariante φ en une fon
tion f véri�ant
f ≤ θφ. Par indu
tion sur les opérateurs restants, nous obtenons la dé
roissan
e exponentielle.Considérons un motif ligne X tel que L(X) est de la forme

L(X) = E1 · E2 . . . Em1−1 · Em1 .La probabilité pX est alors donnée par
pX =

∫ 1

0
G[Em1 ] ◦ . . . ◦ G[E1][f ](t)dt.Pour toute fon
tion positive g et tout alphabet E ′ ( E , les opérateurs G[E ′] satisfont G[E ′][g] ≤

G[g]. En parti
ulier, pour tout p < (m/K) = m1, la probabilité pX satisfait
pX ≤

∫ 1

0
G[Em1 ] ◦ . . . ◦ G[Ep+1] ◦Gp[f ](t)dt. (8.4)203



Chapitre 8. Point de vue dynamique sur les bases de donnéesNous �xons n0 un entier tel que Gn0[f ] ≤ (1 + ǫ)φ où φ est la densité invariante de G. L'entier
n0 existe 
ar la dé
omposition spe
trale montre que Gn[f ] = φ+Nn[f ] où N a un rayon spe
tralplus petit que 1. La séquen
e Nn[f ] tend don
 (en norme) vers 0. Nous montrons maintenant quesi G[E ′] est un opérateur 
ontraint (i.e. E ′ 6= E), alors G[E ′][φ] ≤ θφ pour les sour
es 
omplèteset Gn1 ◦ G[E ′][φ] ≤ θφ pour les sour
es markoviennes (ave
 n1 un entier �xé).Cas des sour
es 
omplètes. (i) Nous posons α1 = min[0,1] φ, α2 = sup[0,1] φ et α3 =
min{min[0,1] |h′w|, w ∈ E}. Comme φ est stri
tement positive, α2 > α1 > 0 et les propriétésde distorsion et de dilatation entraîne que 1 > α2 > 0. On en déduit la suite d'inégalités,

G[E1][φ]

φ
(x) ≤ G[E][φ](x) − α1α2

φ(x)

ar il manque au moins une bran
he

≤ φ(x) − α1α2

φ(x)

≤ 1 − α1

α2
α3.Nous dé�nissons alors θ = 1 − α1α3/α2.Cas des sour
es markoviennes. La fon
tion invariante φ s'é
rit aussi φ = (φl)l∈P en 
onsidé-rant la partition (Kl)l∈P . L'opérateur matri
iel 
ontraint MG[E ′] est exa
tement le transforma-teur de densité matri
iel MG dont 
ertaines lignes ont été mises à zéro. En e�et, si l ∈ P et que

Kl n'est pas 
odé par une lettre de E ′, alors la ligne indi
ée par l est nulle. Ainsi MG[E ′][(φl)]est exa
tement le ve
teur (φl)l∈P dont 
ertaines lignes sont mises à zéro. Comme la sour
e estirrédu
tible (et apériodique), il existe n1 tel que MGn1 ait toutes ses 
omposantes non nulles.Nous posons Gn1
k,l la 
omposante (k, l) de MGn1 et remarquons que Gn1

k,l est un opérateur positif.En posant
α = min

(k,l)∈P2
min
Kk

|Gn1
k,l[φl]|,alors α > 0 puisque φ est stri
tement positive et quelque soit le 
ontrainte E ′

MGn1 ◦MG[E ′][(φl)] ≤ (φl − α).Par 
ontinuité et positivité (stri
t)de φl sur les intervalles Kl, il existe une 
onstante θ < 1 telleque
MGn1 ◦MG[E ′][(φl)] ≤ θ(φl)ou de manière équivalente, telle que

Gn1 ◦ G[E ′] ≤ θφ.Nous pouvons maintenant passer à la dernière étape. Pour p = n0, la formule 8.4 montre que laprobabilité pX satisfait
pX ≤

∫ 1

0
G[Em1 ] ◦ . . . ◦ G[En0+1] ◦ Gn

0 [f ](t)dt

≤ (1 + ǫ)

∫ 1

0
G[Em1 ] ◦ . . . ◦G[En0+1][φ](t)dt.Si j est le plus petit indi
e plus grand que n0 +1 tel que Ej est di�érent de E , alors par invarian
edu ve
teur propre φ, la probabilité pX satisfait

pX ≤ (1 + ǫ)

∫ 1

0
G[Em1 ] ◦ . . . ◦G[Ej ][φ](t)dt.204



8.2. Sour
es dynamiques et fouille de donnéesPosons p = 0 dans le 
as 
omplet ou p = n1 dans le 
as markovien. En 
hangeant les p opérateurs
G[Ej+1] à G[Ej+p] en transformateurs de densités, nous obtenons une nouvelle majoration pour
pX qui est

pX ≤ (1 + ǫ)

∫ 1

0
G[Em1 ] ◦ . . . ◦ G[Ej−p−1] ◦Gp ◦ G[Ej ][φ](t)dt.En appliquant le fait que Gp ◦G[Ej ][φ] ≤ θφ, la probabilité pX satisfait alors

pX ≤ θ(1 + ǫ)

∫ 1

0
G[Em1 ] ◦ . . . ◦ G[Ej−p−1][φ](t)dt.Il su�t ensuite de répéter le pro
édé. A la première étape, il y a potentiellement n0 opérateurs
ontraints omis. Ensuite à 
haque étape, p opérateurs 
ontraints sont aussi potentiellement omis.Au minimum, (|X| − n0)/(p + 1) opérateurs 
ontraints sont pris en 
ompte. La probabilité dumotif ligne X véri�e alors

pX ≤ θ−n0/(p+1)(1 + ǫ)(θ1/(p+1))|X|,
e qui démontre la dé
roissan
e exponentielle des probabilités et le lemme.8.2.4 Sommes Sγ,m et opérateur multidimensionnelLes sommes Sγ,m sont les objets prin
ipaux dans l'énon
é des hypothèses du théorème 20.Elles sont dé�nies par
Sγ,m =

∑

ω∈{0,1}m

2cγ(ω)pω.Le lien entre la sour
e S (qui produit des mots sur {0, 1}) et la sour
e multidimensionnelle S(qui produit des γ-uplets de 0 et 1) donne aussi la formule alternative suivante,
Sγ,m =

∑

ω∈E
m/K

2cγ(ω)pωoù cγ(w) est le nombre de γ-uplets de 1 dans le mot w, K est la taille des éléments de l'alphabetet cγ(ω) est le nombre de 1 dans ω. Si ω1 et ω2 sont deux mots sur E , alors le nombre de 
olonnesde 1 dans le mot ω1ω2 est bien le nombre de 
olonnes de 1 dans ω1 plus le nombre de 
olonnesde 1 dans ω2. Le 
oût élémentaire cγ est don
 additif et satisfait
cγ(ω1 · ω2) = cγ(ω1) + cγ(ω2).Considérons maintenant l'opérateur de transfert multidimensionnel G<γ>,w,[cγ ] asso
ié au 
oûtadditif cγ . Les itérés de G<γ>,w,[cγ ] sont donnés par

G
p
<γ>,w,[cγ ] =

∑

ω∈E
p

ewcγ(ω)G<γ>,[ω].Ave
 la formule 8.1 qui exprime la probabilité d'un mot ω en fon
tion de l'opérateur asso
ié,nous obtenons aussi l'égalité
∑

ω∈E
m/K

ewcγ(ω)pω =

∫

I
G

p
<γ>,w,[cγ ][f ](t)dt 205



Chapitre 8. Point de vue dynamique sur les bases de donnéesoù nous rappelons que la fon
tion f est la densité initiale sur I induite par la densité initiale dela sour
e S. En posant w = log 2, la somme Sγ,m satisfait
Sγ,m =

∫

I
G

m/K
<γ>,w,[cγ ][f ](t)dt. (8.5)En parti
ulier, la série génératri
e Sγ(z, u) dé�nie par

Sγ(z, u) =
∑

ω∈E
⋆

z|ω|ucγ(ω)pωvéri�e
Sγ(z, u) =

∫

I
(I − zKG<γ>,log u,[cγ ])

−1[f ](t)dt.8.2.5 Sour
e dynamique et troisième 
onditionNous disposons maintenant de tous les outils pour montrer que les sour
es dynamiques 
om-plètes ou markoviennes satisfont les 
onditions d'appli
ations du théorème 20. Les sommes Sγ,msont données par l'équation 8.5 qui fait intervenir l'itéré m/K de G<γ>,log 2,[cγ ]. Nous savonsque l'opérateur G<γ>,log 2,[cγ ] admet une unique valeur propre dominante positive λ(γ) isolée dureste du spe
tre par un saut spe
tral. Cette propriété entraîne une dé
omposition spe
trale del'opérateur de la forme
G<γ>,log 2,[cγ ] = λ(γ)P<γ> + N<γ>,où P<γ> est un proje
teur, N<γ> est un opérateur de rayon spe
tral stri
tement plus petit que

λ(γ) et P<γ> et N<γ> 
ommutent. L'itéré m/K de G<γ>,log 2,[cγ ] satisfait alors
G

m/K
<γ>,log 2,[cγ ]

= λ(γ)m/KP<γ> + N
m/K
<γ>

= λ(γ)m/KP<γ> +O(r(γ)m/K)où r(γ) est le rayon spe
tral sous-dominant de G<γ>,log 2,[cγ ]. Les sommes Sγ,m véri�ent alors lapremière partie de la 
ondition 10, 
'est à dire
Sγ,m =

(∫

I
P<γ>[f ](t)dt

)
· λ(γ)m/K

(
1 +O(θm

γ )
)où θγ = (r(γ)/λ(γ))1/K < 1. Pour démontrer que l'hypothèse 10 est véri�ée, il su�t que pourtout γ entier �xé, λ(γ) > 1 et λ(γ + 1) < λ(γ).Proposition 26 Soit λ(γ) la valeur propre dominante de l'opérateur multidimensionnel G<γ>,log 2,[cγ ].Pour tout γ entier �xé, λ(γ) > 1 et λ(γ + 1) < λ(γ).Preuve. Pour simpli�er les notations, nous posons G<γ> l'opérateur G<γ>,log 2,cγ . L'opérateur

G<γ> s'é
rit sous la forme
G<γ> = G + G̃<γ>où G est le transformateur de densité et G̃<γ> est un opérateur positif. Si φ est la densitéinvariante de G, alors

Gn0+1
<γ> [φ] = φ+ Gn0

<γ> ◦ G̃<γ>[φ] + . . .206



8.2. Sour
es dynamiques et fouille de donnéesoù n0 = 0 pour une sour
e 
omplète et n0 est le plus petit entier tel que la matri
e d'opérateursest stri
tement positive dans le 
as markovien. Les pointillés indiquent qu'il existe une somme�nie d'opérateurs tous positifs ou nuls. Le 
hoix de n0 implique que la fon
tion Gn0
<γ> ◦ G̃<γ>[φ]est stri
tement positive sur I 
e qui montre qu'il existe µ > 1 tel que

Gn0+1
<γ> [φ] = µ · φ.L'opérateur G<γ> a don
 un rayon spe
tral plus grand que µ soit λ(γ) > µ > 1.Nous montrons maintenant que λ(γ+1) < λ(γ). Si g et f sont deux ve
teurs propres stri
tementpositifs de l'opérateur G<γ> asso
iés aux valeurs propres λ et µ ave
 µ < λ, alors il existe α > 0tel que g − αf soit positif et s'annule en au moins un point x. Mais nous avons aussi

0 ≤ G<γ>[g − αf ](x) = µg(x) − αλf(x) = (µ− λ)g(x) < 0
e qui est une 
ontradi
tion. L'opérateur G<γ> n'admet don
 qu'un seul ve
teur propre stri
te-ment positif. Nous allons maintenant 
onstruire une fon
tion positive f̃γ+1 à partir du ve
teurpropre fγ asso
ié à λ(γ) et du ve
teur propre φ asso
ié au transformateur de densité G. Pour
n0 = 0 dans le 
as 
omplet ou n0 
omme pré
édemment dans le 
as markovien, nous allons mon-trer que Gn0+1

<γ+1>[f̃γ+1] ≤ θλ(γ)n0+1f̃γ+1. Comme l'opérateur G<γ+1> admet un unique ve
teurpropre positif, soit f̃γ+1 est un ve
teur propre asso
ié à la valeur propre λ(γ+ 1) qui est de suitestri
tement plus petite que λ(γ), soit par itération de l'inégalité et dé
omposition spe
trale, nousobtenons que λ(γ+1) < λ(γ).Il faut maintenant 
onstruire f̃γ+1. Pour x = (x1, . . . , xγ+1) ∈ Iγ+1,nous posons
f̃γ+1(x1, . . . , xγ+1) = fγ(x1, . . . , xγ)f(xγ+1).Pour toute fon
tion F (x1, . . . , xγ+1) = f(x1, . . . , xγ)g(xγ+1) ave
 f et g positives, l'opérateur

Gγ+1 s'é
rit
G<γ+1>[fg] =

∑

(ω1,...,ωγ)∈Eγ

2cγ(ω1,...,ωγ)

(
γ∏

i=1

|hωi |′1Jωi

)
f(hω1 , . . . , hωγ )

×
∑

ωγ+1∈E

2cγ+1(ω1,...,ωγ+1)−cγ(ω1,...,ωγ)|hωγ+1 |′g(hωγ+1)1Jωγ+1Si l'on omet la se
onde somme, la première somme est exa
tement G<γ>[f ] alors que la se
ondeest le transformateur de densité G, à la pondération par 2cγ+1−cγ près. Comme 
ette pondérationest plus petite que 1, nous obtenons que l'opérateur G<γ+1> et ses itérés satisfont
G<γ+1>[fg] ≤ G<γ>[f ]G[g].Appliquée à f̃γ , 
ette inégalité montre que λ(γ + 1) ≤ λ(γ). En fait, l'inégalité pré
édente eststri
te et uniforme sur tout intervalle Jω ave
 ω = (ω1, . . . , ωγ+1) et cγ 6= cγ+1 [où ci porte sur les

i premiers éléments de (ω1, . . . , ωγ+1)℄. Nous posons g̃γ+1 la fon
tion G<γ+1>[f̃γ+1]. Il existe don

ǫ > 0 tel que la fon
tion g̃γ+1 est plus petite que λ(γ)f̃γ+1 − ǫ sur les intervalles Jω pré
édents.Pour les systèmes 
omplets, Jω = Iγ+1 et en posant θ = supIγ+1 g̃γ+1/f̃γ+1, nous obtenons

G<γ+1>[f̃γ+1] ≤ θλ(γ)f̃γ+1
e qui démontre λ(γ + 1) < λ(γ) pour les systèmes 
omplets. Pour les systèmes markoviens, ilsu�t de 
onsidérer l'opérateur matri
iel de MGn0 appliqué à MG[f̃γ+1]. La première opération à207



Chapitre 8. Point de vue dynamique sur les bases de donnéespour e�et de diminuer stri
tement 
ertaines 
omposantes de λ(γ)f̃γ+1. Ensuite, la multipli
ationpar MGn0 fait que toutes les 
omposantes sont stri
tement plus petites que λ(γ)n0+1f̃γ+1 puisquetoutes les 
omposantes de la matri
e sont des opérateurs stri
tement positifs. Il est alors possiblede dé�nir un θ < 1 tel que Gn0+1
<γ+1>[f̃γ+1] ≤ θλ(γ)n0+1f̃γ+1. Par itération nous obtenons λ(γ+1) <

λ(γ).8.3 Con
lusionDans 
ette partie nous avons présenté le 
adre général des sour
es dynamiques. Ces sour
esregroupent à la fois des sour
es simples 
omme les sour
es de Bernoulli et des sour
es 
omplexesà mémoire non bornée. Malgré 
ela, nous disposons d'outils dont les opérateurs de transfert pourles étudier. Les sour
es dynamiques forment don
 un bon intermédiaire entre les sour
es trèsgénérales et les sour
es analysables.Nous avons montré que 
es sour
es satisfont deux des trois hypothèses de la partie pré
édente.Ainsi, le nombre moyen de motifs fréquents pour les �bases dynamiques� est polynomial pourun seuil de fréquen
e proportionnel (théorème 18 page 166) et exponentiel pour un seuil �xe(théorème 20 page 169). Les bases dynamiques satisfont également l'hypothèse 9 du théorème 19(page 167) pour le seuil intermédiaire. De fait, pour un seuil au moins logarithmique, le nombrede motifs fermés est équivalent au nombre de motifs fréquents.Nous terminons ave
 le modèle de bases de données qu'imposent les sour
es dynamiques.L'avantage est qu'il englobe un grand nombre de modèles simples théoriques déjà utilisés parplusieurs auteurs. Toutefois, ave
 
e modèle, les attributs dont les 
olonnes sont éloignées sontirrémédiablement peu 
orrélés. De plus l'aspe
t séquentiel du pro
édé, qui applique à 
haqueétape la même 
orrélation est très peu probable en pratique. Une première amélioration possibleest de 
onsidérer plusieurs sour
es dynamiques qui interviendraient à des positions pré
ises oualéatoires. Je pense qu'il est tout à fait possible de 
onsidérer une 
haîne de Markov pour 
haque
olonne modulo 
ertaines 
onditions sur les matri
es de transitions. Une autre idée de modèleserait de 
onsidérer des graphes de dépendan
es entre les attributs et de mettre un modèle sur
es graphes.
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Con
lusion de la Partie BRésumé des résultats. Il s'agit d'une des premières analyses en moyenne dans le domaine dela fouille de données. Nous proposons d'abord un modèle général de base de données, dans lequelnous obtenons une estimation du nombre moyen de motifs fréquents et fermés. Ce modèle debase de données �informationnelle� 
onsidère que les mots-lignes sont produits indépendammentpar la même sour
e. Dans 
e modèle, nous obtenons trois résultats, 
ha
un étant asso
ié à unseuil de fréquen
e et à une hypothèse sur la sour
e. Sous une hypothèse 8, le nombre moyen demotifs γ-fréquents, pour un seuil γ linéaire en le nombre d'objets, est polynomial en le nombred'attributs (théorème 18). C'est la première fois qu'un 
omportement polynomial du nombre demotifs fréquents est mis en éviden
e en fouille de données. Sous une hypothèse 9 et pour un seuilintermédiaire, le nombre de motifs fréquents est asymptotiquement équivalent au nombre moyende motifs fermés. Ce résultat a déjà été observé pour des bases faiblement 
orrélées du typepanier de la ménagère. Finalement, pour un seuil �xe, le nombre moyen de motifs γ-fréquentspour γ �xe, est exponentiel en le nombre d'attributs et polynomial en le nombre d'objets.Tous 
es résultats sont obtenus, pour une sour
e a priori très générale, qui satisfait à deshypothèses �raisonnables�. La sour
e n'est pas vraiment expli
itée, et reste une boite noire quiémet des symboles. Dans 
ette partie, nous avons exhibé un 
ertain type de sour
es générales quisatisfont les hypothèses utiles à nos résultats. Les sour
es sans mémoire véri�ent (ave
 quelquesrestri
tions) toutes les hypothèses demandées, mais 
onduisent à des modèles de bases de données
omplètement non 
orrélées. Le modèle des 
haînes de Markov ajoute des 
orrélations lo
alesentre attributs qui se suivent dans la base de données, et 
e modèle de sour
e véri�e la premièreet la troisième hypothèse. Le modèle des sour
es dynamiques, qui 
ontient les deux modèlespré
édents, permet de travailler ave
 des attributs dont les 
orrélations ne sont plus seulementlo
ales, mais elles restent dépendantes de l'ordre des attributs dans la base. Ce modèle véri�e,lui aussi, la première et la troisième hypothèse.Perspe
tives. Le modèle de �base dynamique� est trop séquentiel 
e qui rend l'ordre des attri-buts trop important. On peut penser à une autre appro
he qui 
onduirait à un modèle qu'onpourrait baptiser �base de données arbores
ente�. Supposons un instant que le problème de fouillede données soit (en partie) résolu. Il 
onduit alors à un graphe de dépendan
e orienté. On peutalors suivre la même démar
he que dans [BV06℄ et 
onstruire une hybridation d'une sour
e etd'un graphe. L'apparition de motifs dans un seul mot produit par une telle sour
e hybride adéja été analysée. Si nous parvenons à traiter le même problème pour des mots émis en parallèlepar la même sour
e (hybride), nous pourrons résoudre les problèmes de 
ette partie de manièreplus satisfaisante. En parti
ulier, nous supprimons le 
�té arti�
iellement séquentiel des basesdynamiques.La démar
he d'analyse en moyenne d'algorithmes semble presque 
omplètement inexistantedans le domaine de la fouille de données. La question de l'analyse réaliste des algorithmes d'ex-tra
tion reste don
 entièrement ouverte. L'analyse de l'algorithme Apriori, fondé sur la notion209



Con
lusion de la Partie Bde motifs appelés motifs �
andidats�, né
essite que le 
omportement moyen de tels motifs soitd'abord élu
idé. Ce 
omportement moyen pourrait probablement être mieux 
ompris grâ
e à desméthodes assez semblables à 
elles que nous avons développées i
i. Nous pensons que l'analysedes algorithmes en profondeur est, sous un modèle simple, sus
eptible d'une appro
he générique,puisque 
es algorithmes ont une stru
ture standard d'algorithmes ré
ursifs. D'autres paramètressont aussi très intéressants à étudier, 
ar ils ont un r�le 
entral dans les algorithmes du domaine :
itons par exemple la taille de la bordure négative qui 
orrespond aux traverses minimales d'unhypergraphe asso
ié à la base, la taille de la plus grande traverse, le nombre de motifs fréquentsde longueur donnée, la taille du plus grand motif, . . .
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Con
lusion généraleCette thèse regroupe des analyses dans deux domaines algorithmiques bien distin
ts : l'arithmé-tique et la fouille de données. Nous avons déjà expliqué, à �n de 
haque partie, nos 
on
lusionset dé
rit nos perspe
tives, dans 
ha
un de 
es deux domaines. Nous voudrions adopter i
i, dans
ette 
on
lusion générale, un point de vue plus transverse, qui soit aussi plus relié aux aspe
tsméthodologiques de notre travail.Bien que 
ette thèse soit partagée en deux parties �une pour 
haque domaine�, nous avonsadopté, dans 
ha
une d'elles, le point de vue de l'analyse dynamique, et nous avons 
ontribuéà faire évoluer 
e domaine, en
ore naissant. Nous avons d'abord développé le 
adre de l'analysedynamique en distribution, dans le domaine de l'arithmétique. Nous montrons ainsi le 
�té gé-nérique de l'appro
he initiée par Baladi et Vallée. Nous avons aussi, dans la deuxième partie dela thèse, étendu le domaine potentiel de l'analyse dynamique, en dé�nissant un modèle de basede données, fondé sur des idées dynamiques.Notre travail repose �nalement sur une double a
tivité de modélisation et d'analyse. Dansun domaine fortement mathématisé 
omme 
elui de l'arithmétique, la modélisation n'est pasl'a
tivité 
entrale ; elle est �nalement assez fa
ile, et est, en tous 
as, bien �balisée�. On peut alorsse fo
aliser sur des appro
hes probabilistes �nes, et obtenir des résultats très pré
is. Dans undomaine �nouveau�, 
omme 
elui de la fouille de données, peu est formalisé (peu est formalisable,peut-être ?), et l'a
tivité de modélisation est 
entrale et di�
ile. Les modèles réalistes sont sansdoute trop 
omplexes pour qu'on puisse espérer y prouver des 
omportements probabilistes très�ns.Du point de vue méthodologique et transverse de l'analyse dynamique, et de manière adaptéeà 
ha
un des domaines, il reste beau
oup à faire. C'est pour 
ela que nous souhaitons 
ontinuernos re
her
hes dans 
ha
un de 
es domaines, 
ar nous gardons ainsi la possibilité de persévérerdans 
es deux a
tivités s
ienti�ques, modéliser et prouver, qui sont, pour nous, 
omplémentaires.
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